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Parathénie

Ky tekst éshté rezultat i ligjératave dhe ushtrimeve té mbajtura qé nga viti
akademik 1995/1996 nga léndét: Kursi i matematikés elementare, Matematika
elementare I, Matematika elementare II dhe viteve té fundit nga Matematika ele-
mentare. Ky tekst, né radhé té paré u dedikohet studentéve té vitit té paré té pro-
grameve: Matematiké, Shkenca Kompjuterike, Matematika Financiare né Banka
dhe Sigurime, por edhe studentéve gé studiojné: fiziké, kimi apo edhe fakultete
teknike. Né kété tekst lexuesi do té gjejé elementet bazike té matematikeés, e té
cilat ndihmojné né té mésuarit dhe studiuarit e kurseve tjera mé té avansuara té
matematikés. E téré pérmbajtja e tekstit éshté ndaré né shtaté kapituj, té cilét
kryesisht pérbéhen nga temat e mésuara né shkollén e larté té mesme.

Kapitulli i paré pérmban bashkésité, pasqyrimet dhe gjykimet. Né kété kapit-
ull jané dhéné kuptimet mé té réndésishme né lidhje me bashkésité, nénbashkésité
dhe veprimet me bashkési. Po ashtu éshté dhéné edhe kuptimi i pasqyrimit (funk-
sionit), i cili paraget njé nocion fundamental né matematiké. Pastaj kapitulli
vazhdon me llojet e pasqyrimeve; kompozimin e dy pasqyrimeve dhe pasqyrimin
invers. Po ashtu jané dhéné edhe disa funksione karakteristike, té cilat jané té
domosdoshme edhe pér analizén matematike. Né fund té kétij kapitulli jané dhéné
elementet kryesore té matematikés logjike, duke pérfshiré gjykimet, veprimet me
gjykime dhe kuntifikatorét. Té gjitha kéto jané té domosdoshme pér t’i shprehur
pohimet, apo edhe relacionet matematikore pérmes gjuhés sé matematikés.

Neé kapitullin e dyté, té emértuar si polinomet dhe shprehjet racionale algje-
brike, kujdes té vecanté i kam kushtuar pérkufizimit té fuqive, sé pari pér ekspo-
nenta numra natyroré, pastaj eksponenta numra té ploté dhe eksponenta numra
rracionalé. Po ashtu, né kété kapitull jané dhéné kuptimi i monomit, binomit,
trinomit, polinomit dhe veprimet me polinome. Pjesé tjetér e réndésishme e kétij
kapitulli jané identitetet themelore algjebrike dhe thjeshtimi i shprehjeve algje-
brike.

Né kapitullin e treté jané trajtuar ekuacionet lineare me njé té panjohur, in-
ekuacionet lineare me njé té panjohur, sistemet e ekuacioneve lineare dhe sistemet
e inekuacioneve lineare me njé té panjohur. Pjesé e réndésishme e kétij kapit-
ulli jané edhe proporcionet, té cilat me té madhe pérdorén né jetén e pérditshme.
Ky kapitull pérmban edhe njé numér té konsiderueshém té problemeve tekstuale,
probleme qé jané té lidhura direkt me jetén e pérditshme.

Né kaptullin e katért jané spjeguar detajisht ekuacionet kuadratike, formulat
e Viet-it, funksionet kuadratike dhe shenja e trinomit kuadratik, e cila pércaktohet



duke studiuar shenjén e funksionit pérkatés kuadratik. Kjo tekniké e lehtéson dhe
e shpejton procesin e gjetjes sé bashkésisé sé zgjidhjeve té njé jobarazimi, i cili
kthehet né jobarazim kuadratik, apo sistem té jobarazimeve kuadratike.

Né kapitullin e pesté jané spjeguar ekuacionet dhe inekuacionet irracionale dhe
kété kapitull e karakterizon njé numeér i konsiderueshém i detyrave té zgjidhura, si
dhe njé numér i konsiderueshém i detyrave té pazgjidhura.

Né kapitullin e gjashté, té emértuar si funksionet eksponenciale dhe ato loga-
ritmike, detajisht jané spjeguar funksionet eksponenciale, ekuacionet dhe inekua-
cionet eksponenciale; logaritmet, funksionet logaritmike, ekuacionet dhe inekua-
cionet logaritmike dhe po ashtu né kété kapitull mund té gjeni disa detyra nga jeta
e pérditshme e té cilat pérshkruhen dhe zgjidhen pérmes funksioneve eksponenciale
dhe atyre logaritmike.

Kapitulli i shtaté éshté kapitulli i fundit dhe pérmban trigonometriné né
rrafsh. Né katé kapitull jané dhéné té gjitha elementet e nevojshme nga trigonome-
tria qé i duhen njé studenti, i cili studion: matematikén, fizikén apo ndonjérin prej
fakulteteve teknike. Kétu, sé pari jané pérkufizuar funksionet trigonometrike té
kéndeve té ngushta te trekéndéshi kénddrejté, pastaj funksionet trigonometrike
pér kéndin e ¢farédoshém né rrethin trigonometrik; jané dhéné formulat e adi-
cionit; jané pérkufizuar ekuacionet dhe inekuacionet trigonometrike; jané paraqitur
grafikisht funksionet trigonometrike dha ato inverse trigonometrike; éshté dhéné
teorema e sinusit; ajo e kosinusit dhe jané dhéné disa shembuj té zbatimit té kétyre
teoremave pér zgjidhjen e trekéndéshit. Né fund té kétij kapitulli jané pérkufizuar
edhe funksionet trigonometriko—hiperbolike, ose shkurt funksionet hiperbolike dhe
inverset e tyre.

NEé pérgjithési, teksti pérmban mjaft detyra té zgjidhura, por edhe njé numér
té konsiderueshém detyrash té pazgjidhura. Po ashtu, né tekst mund té gjeni edhe
njé mori problemesh me fjalé nga jeta e pérditshme, té cilat probleme e tregojné
réndésiné dhe rolin e matematikés pér zgjidhjen e situatave problemore qé jané té
lidhura direkt me jetén e pérditshme. Né tekst mund té gjeni edhe njé numér té
konsiderueshém té figurave té cilat e ilustrojné njé nocion, veprim, apo problem
né meényré vizuele. Njé student, i cili e pérvetéson materialin e kétij teksti né
masén 80%, ai (ajo) do té aftésohet pér té ecur né ményré té pavarur drejt fushave
tjera t€ matematikés. Shpresoj se lexuesi do ta konsiderojé kété tekst si mjaft té
dobishém dhe do té isha shumé mirénjohés gé té mé shkruani né email adresén time
ramadan.limani@Quni-pr.edu, ose r_limani@yahoo.com pér ndonjé léshim, vérejtje
apo koment. Teksti éshté radhitur me tekst-procesorin L,TEX, kurse figurat
jané punuar disa me Word dhe disa me aplikacionin GeoGebra dhe pastaj jané
importuar né tekst.

Me kété rast dua t’i falenderoj recenzentét: dr.sc. Muhib Lohaj, dr.sc.
Menderes Gashi dhe dr.sc. Edmond Aliaga pér leximin e doréshkrimit té kétij
dhe vérejtjet qé i kané dhéné me té vetmin géllim gé forma pérfundimtare e kétij
teksti té jeté sé mé e miré e mundshme.

Prishtiné, mé 06 tetor 2024 Ramadan Limani



Kapitulli T
Bashkesite, pasqyrimet dhe gjykimet

1.1. Kuptimi i bashkésisé

Nocioni i bashkésisé né matematiké paraget njé nocion themelor-ai nuk mund
té pérkufizohet. Kjo ndodh pér faktin se disa bashkési pérmbajné aso objekte
(elemente) té cilét pér nga natyra jané té lloj-llojshém. Késhtu, pér té gené sa mé
i qarté kuptimi i bashkésisé pér nxénésin, studentin, etj., duhet té merren shembuj
té ndryshém té bashkésive. P.sh.

Bashkésia e studentéve té Universitetit té Prishtinés,
Bashkésia e qyteteve té Kosovés,

Bashkésia e shkronjave té alfabetit té gjuhés shqipe,
Bashkésia e elementeve kimike,

Bashkésia e shteteve té Evropés, etj.

Eshté e qarté se nga cilat elemente pérbéhet secila nga bashkésité e sipérshénuara.

Bashkésité zakonisht shénohen me shkronja té médha té alfabetit latin si A,
B, C,... apo ndonjéheré ndodh gé té shénohen edhe né ndonjé ményré tjetér si
p.sh. o, B,...5a,b, ¢,...; P(A), L(A), Ca ), etj. Objektet qé e formojné bashkésiné
i quajmé elemente té bashkésisé. Ato zakonisht shénohen me shkronja té vogla
té alfabetit latin si a,b,c,z,y,... apo ndonjéheré edhe me simbole tjera; jané té
ndara me presje dhe jané té mbérthyera me kllapa gjarpérore. P.sh.

A={a,b,c,d,e}, B=1{1,0,-1,2,a,e}, C={a,{a},b,{b},{a,b}}.

Vérejmé se bashkésia A pérmban kéto elemente: shkronjat a,b,c,d dhe e;
bashkésia B pérmban: numrat 1,0, —1, 2 dhe shkronjat a, e; bashkésia C' pérmban:
shkronjén a, bashkésiné e cila pér elemet ka shkronjén a, shkronjén b, bashkésiné
e cila pér element ka shkronjén b, si dhe bashkésiné e cila pér elemete ka shkronjat
aeb.

Pér ilustrimin e bashkésive pérdoret edhe diagrami i Venn-it (John Venn
(1834-1923), matematikan dhe filozof anglez). Brenda njé konturi (vije) eliptik
ose né ndoné formé tjetér, shénohen pika dhe prané secilés piké shénohet elementi
pérkatés. P.sh. diagrami i Venn-it pér bashkésité e mésipérme A, B e C' do té
dukej si viojn:
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Fig. 1.0

Me U kemi shénuar bashkésiné universale-bashkésia e cila éshté mbibashkési
e ¢do bashkeésie tjetér.

Fig. 1°.0

Faktin se elementi = i takon (y nuk i takon) bashkésisé A simbolikisht e
shkruajmé z € A (y ¢ A).

Dallojmé bashkésiné e cila nuk pérmban asnjé element té cilén e quajmé
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bashkési boshe (té zbrazté) dhe simbolikisht e shkruajmé me ndonjérin prej sim-
boleve () ose {}, ndérsa ne do té preferojmé simbolin e paré. Pér nga numri
i elementeve té bashkésisé dallojmé bashkési té€ fundme dhe té pafundme. Nga
kéto té fundit dallojmé bashkési té numérueshme (elementet e té cilave mund
t’i shkruajmé né trajté vargu, p.sh. bashkésia e numrave natyroré N) dhe té
panumérueshme (elementet e té cilave nuk mund t’i shkruajmé né trajté vargu,
p.sh. bashkésia pikave té njé drejtéze, rrafshi, etj.).

Nése té gjitha elementet e njé bashkésie A i takojné edhe bashkésisé B, do
té themi se A éshté nénbashkési e bashkésisé B dhe simbolikisht do té shkruajmé
ACB.

Fig. 1.1

Vetité. 1° ) C AVA, 2° AC A VA, (vetia reflesive) 3° Nése A C B dhe
B C C, atéheré A C C, (vetia tranzitive) 4° Nése A C B dhe B C A, atéheré
A = B, (rregulla e arté pér barazimin e dy bashkésive)

Nga vetia 4° dhe kuptimi i nénbashkésisé pérfundojmé se dy bashkési té
barabarta pérmbajné elementet e njéjta.

Me card A ose |A| do té shénojmé numrin e elementeve té bashkésisé A,
qofté ajo e fundme ose e pafundme.

Shembuj té bashkésive. Nuk éshté véshtiré té konstatohet se nga cilat
elemente pérbéhet secila nga bashkeésiteé:

A={a,b,c}, B={a,bc{a},{b},0},C= {—i—,(), -, %,deti Adriatik}

D ={b,b,b,c,c,a,a,a,a}, FE = {ac]nr:EN/\ac2 < 10}.
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Lehté mund té shihet se A C B dhe A = D, prej nga konkludojmeé se te bashkésité
nuk ka réndési renditja e elementeve dhe pérséritja e ndonjé elementi.

Bashkeésité mund té jipen edhe né kété ményre:
A =bashkésia e té gjitha qyteteve té Kosovés,
B =bashkésia e té gjithé lumenjéve té Europés,

C =bashkésia e té gjithé banoréve té botés, etj.

Bashkésité numerike. Bashkésité numerike jané:

N = {1, 2,3, ...} bashkésia e numrave natyralé,
Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,...} bashkésia e numrave té ploté,
Q= {%\p, qEZ,q+# O} bashkésia e numrave racionalé,

I = bashkésia e numrave irracionalé,

R = Q UI bashkésia e numrave realé, ku QNI =10,

C= {a + bila,b € R,i? = —1} bashkésia e numrave kompleksé.

Qartazi shihet se vlen pérfshirja N C Z € Q C R C C. Diagrami i Venn-it
pér kété pérfshirje éshté paraqitur né figurén 1.2.

Fig. 1.2
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Intervalet numerike. Intervalet numerike jané nénbashkési té numrave
realé té pércaktuar nga kufijté (té cilét po ashtu jané numra realé, ose ndonjéri
nga simbolet 0o apo —00).

[a,b] = {z|r € RAa <z < b} intervali i mbyllur (segmenti) me kufij a dhe b.

. [ lab] 1.
—4 3 24 0 1 b 2 3 4

%V

Fig. 1.3

(a,b] = {z|]z € R Aa <z < b} intervali gjysmé i mbyllur (hapur) me kufij a
dhe b.

. v  (ab] ]
—4 3 -2 @ -1 0 1 b 2 3 4

Ry

Fig. 1.4

[a,b) = {z]r € R Aa <z < b} intervali gjysmé i mbyllur (hapur) me kufij a
dhe b.

Fig. 1.5

(a,b) = {z|]r € R Aa <z < b} intervali i hapur me kufij a dhe b.

v . (ab) R

-4 -3 -2 2 -1 0 1 b 2 3 4 R
Fig. 1.6
(—00,a) ={zjlr e RA—00 <z < a}
< (=x,a)
. v >
-4 -3 -2 -1 0 1 2@ 3 4 R

Fig. 1.7
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(a,00) ={zj]r e RANa <z < o0}

(a, )

\4

By

Fig. 1.8

Ngjashém, pérkufizohen edhe intervalet (—oo,al, [a,00) dhe (—o0, 00) = R.

1.2. Veprimet me bashkeési

Veprimet binare me bashkési jané: unioni, prerja, diferenca, diferenca simetrike

dhe produkti kartezian.

1.2.1. Unioni i dy bashkesive

Union té dy bshkésive A dhe B quajmé bashkésiné e cila pérmban elementet
e bashkésisé A dhe ato elemente té bashkésisé B gé nuk ndodhen né bashkésiné

A. Késhtu:
AUB ={zlr € AV z € B}.

AUB
Vetité: Fig. 1.9
AUD=AVA
AUA=AVYA
AUB=BUAVAB (ligji komutativ)

(AUB)UC =AU(BUC),VA,B,C (ligji asociativ (i shogérimit)).
ACB= AUB=B,YAB
ACB= AUCCBUCVA,B,C
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1.2.2. Prerja e dy bashkesive

Prerje té dy bashkésive A dhe B quajmé bashkésing e cila i pérmban elementet
e pérbashkéta té bashkésisé A dhe bashkésisé B. Késhtu:

ANB={zlr € ANz € B}.

A A B
Fig. 1.10
Vetite:
ANP=0,vA
ANA=AVA
ANB=BNAVA,B (ligji komutativ)

(ANB)NC=An(BNC),YA,B,C (ligji asociativ (i shogérimit))
ACB— ANB=AYA,B

ACB=ANCCBNCVA,B,C

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (ligji distributiv i prerjes ndaj unionit)
Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (ligji distributiv i unionit ndaj prerjes).

Veprimet union dhe prerje mund té pérkufizohen edhe pér njé numér té ¢farédoshém
té bashkésive A;(i € I), ku I éshté bashkési e ¢farédoshme indeksesh, né kété

menyre:
igIAi ={z|Jipe INz € A;}, respektivisht iQI A ={z|xr € A;,Viel}.
Nése I = N, atéheré
igj A; = ;le A; respektivisht iQI A; = :51 A;.

Tani, ligjet distributive mund té pérgjithésohen si vijon:
AN ( U Ai> = U(ANA4;), respektivisht
iel i€l

AU <m Ai> = N(AUA)).

i€l iel
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1.2.3. Diferenca e dy bashkésive

Diferencé té bashkésié A me bashkésiné B quajmé bashkésiné e cila i pérmban
vetém ato elemente té bashkésisé A té cilat nuk ndodhen né bashkésiné B. Késhtu:

A\B ={z|lr€e ANz ¢ B}.

Fig. 1.11

Vetite:
A\D=AVA

AA=0 VA AB=0YACB
A\B # B\A

(A\B)\C # A\(B\C)

A\(BUC) = (A\B) N (A\0)
A\(BNC) = (A\B)U (A\0)
BCC = A\BD A\C.

Nése B C A, atéheré A\B shénohet me C4B(BY) dhe quhet komplement
(plotés) i bashkésisé B deri te bashkésia A. Eshté i sakté relacioni

CCBCA= (CyC DCyB.

Nése A dhe B i konsiderojmé si nénbashkési té njé bashkésie universale U,
atéheré kemi:

(AUB)® = AN B, respektivisht (AN B)° = A° U B¢

C C
(u Ai) = N AY (n Ai) = U A%,

iel iel iel

té cilat njihen si ligjet e De-Morganit (Augustus De Morgan (1806-1871) matem-
atikan anglez).
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1.2.4. Diferenca simetrike e dy bashkésive

Diferenca simetrike e dy bashkésive A dhe B pérkufizohet pérmes diferencés
dhe unionit té dy bashkésive. Késhtu:

AAB = (A\B) U (B\A).

A AAB p

Fig. 1.12
Vetité:
AAND = AV A
ANA =),V A

AAB = BAAY A, B
(AAB)AC = AN(BAC),Y A, B, C.

1.2.5. Produkti kartezian (i drejtpérdrejt) i dy bashkésive

Simbolet e formés (a,b) quhen dyshe té renditura. Quhen té renditura
sepse éshté me réndési se cili element ndodhet né vendin e paré e cili né té dytin.
Barazimi ndérmjet dysheve té renditura pérkufizohet si vijon:

(a,b) = (¢c,d) <= a=cAb=d.
Né ményreé té ngjashme kemi pérkufizimin e barazimit té dy n—sheve té renditura.
D.m.th. (a1,a9,...,a,) = (b1,ba,...,b,) atéheré dhe vetém atéheré, nése a; =

bi (i =1,2,...,n). Tani mund té japim pérkufizimin e produktit kartezian.

Ax B={(a,b)lac ANb€e B}.
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Vetite:
AxP=0VA

AxB##BxA
(AxB)xC#Ax(BxC(C)
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C),VA,B,C
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)VYA,B,C
Ax (B\C)=(AxB)\(AxC)VA,B,C
ACB—AxCCBxC,VC.

Produktin kartezian mund ta ilustrojmé edhe me ndihmén e njé sistemi dekartezian.

AXB

Fig. 1.13

Vérejtje 1.1. Né bazé té pérkufizimit té produktit kartezian konstatuam se
vetia asociative nuk vlen, por nése ke dyshja e rendituar ((a,b), ) i largojmé kllapat
e brendshme, atéheré do té marrim treshen e rendituar (a,b,c), qé d.m.th. se né
kété rast do vlente ligji asociativ.

Duke pasur parasysh vérejtjen e mésipérme, atéheré produkti kartezian mund
té pérgjithésohet edhe pér n bashkési A;, i =1,2,...,n né kété ményre:

‘[ﬂll Az = A1 X Ag X ..o X An = {(1’1,.7}2, -fn)‘xz S Az,l = 1,2, ,TL}
1=
Veprimet e mésipérme paraqesin veprimet binare me bashkési. Por né bashkésiné
e té gjitha bashkésive té mundshme (bashkésiné universale) pérkufizohen edhe
veprime unare. Njé nga ato veprime éshté edhe bashkésia partitive ose e pjeséve
té njé bashkésie té dhéné.

1.2.6. Bashkeésia partitive e nje bashkeésie

Le té jeté A njé bashkési e ¢farédoshme. Bashkésia P(A) = {X|X C A}
quhet bashkési partitive e bashkésisé A. P.sh. bashkésia partitive e bashkésisé
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A ={a,b,c} éshté

P(A) ={0,{a}, {b},{c} {a, b}, {a, c},{b, ¢}, {a, b, c}}.

Vérejmé se bashkésia partitive ka 8 elemente, kurse bashkésia A ka tri elemente
dhe 8 = 23,

Vetite:
ACB= P(A) CP(B)
P(ANB)=P(A)NP(B).
Nése card A =mn, atéheré lehté vértetohet (me induksion) se card P(A) = 2™.

Nése n = 0, atéheré A = (), ndérsa bashkésia partitive e bashkésisé boshe éshté
P(0) = {0}, qé do té thoté se P(A) e ka njé element. Pra card P(A) =1 = 2°.

Supozojmé se pohimi vlen pér n = k, d.m.th. pér bashkésiné Ay me k—elemente,
vlen card P(A) = 2k. Tregojmé se pohimi éshté i sakté edhe pér n = k+ 1. Me té
vérteté, pér bashkésiné Ay, me k+1—elemente, p.sh. Ax11 ={1,2,... .,k k+1} =
{1,2,...,k} U{k + 1}, vlen

P(Aps1) = P(Ap)U{XU{k+1}|X C A} dhe P(A)N{XU{k+1}|X C A} = 0.
Keéshtu
card P(Apy1) = card P(Ag)+card ({XU{k+1}|X C Ag}) = 2F42F = 2.9F = okl
sepse

card P(Ay,) = card ({X U {k +1}|X C A.}) = 2",

Kjo tregon se pohimi éshté i sakté pér ¢don =0,1,2,....

Vértetimi i té njéjtit pohim mund té béhet edhe duke ditur se numri i nénbash-
késive me k elemente té njé bashkésie me n elemente (k < n), éshté i barabarté me
n n!
=————— (k=0,1,2,...,n). Tani, duke shirytézuar formulén e binomit
(k) A= ¢ ) s
(a+b)" pér a =b =1, numri i té gjitha nénbashkésive té njé bashkésie A me n
elemente, do té jeté

card P(A) = (g) + (?) + (Z) +ot (Z) — (141" =2" (n=0,1,2,..).
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Detyra né lidhje me bashkesite
1. Shkruani elementetet e bashkésive:
a) A={zlz e NAz? <15},
b) B = {z|r € Z A z|10}
c) C={z|lx € ZN|zx|=2}.
Shprehja z|y lexohet:”x e plotépjeséton y”, =,y € Z.

2. Jané dhéné bashkésité: A = {a,a,a,b,b,c} dhe B = {b,a,c}. Tregoni se
A = B dhe ¢faré péfundimesh mund té nxjerrim nga ky barazim?

3. Caktoni AUB, ANB, A\B dhe AAB nése:

a) A={zlx € ZNz]2}, B={z|lr€ZAx|3},
b) A = bashkésia e drejtkéndshave né njé rrafsh, B = bashkésia e rombave
né té njéjtin rrafsh.

4. Nése AUB =1{1,2,3,4,5,6,7,8}, AU{1,6,8} ={1,2,3,4,5,6,7,8}, ANB =
{3,7,8}, BU{3,4,6} ={1,3,4,6,7,8}, atéheré caktoni bashkésité A dhe
B.

Rez. A=1{2,3,4,5,7,8}, B=1{1,3,6,7,8}

5. Né njé klase me 30 nxénés brenda njé jave jané notuar si vijon: 21 nxénés
nga matematika, 19 nga fizika, 14 nga historia, 12 nga matematika dhe
fizika, 7 nga matematika dhe historia, 5 nga fizika dhe historia dhe nga 2
nxénés vetém nga njé léndé.

a) Sa nxénés jané notuar nga matematika por jo edhe nga historia?
b) Sa nxénés jané notuar vetém prej dy léndéve (nga tri té mundshme)?
c) Sa nxénés jané notuar nga tri léndét e dhéna?
Udhézim. Paraqitni diagramin e Venit.
6. Nxénésit e njé klase (me 30 nxénés) flasin tri gjuhé: anglisht, fréngjisht dhe

gjermanisht si vijon: 18 nxénés flasin anglisht, 12 gjermanisht, 13 fréngjisht,
5 anglisht dhe gjermanisht, 6 anglisht dhe fréngjisht dhe 4 fregjisht dhe gjer-
manisht.

a) Sa nxénés flasin vetém anglisht (gjermanisht, fréngjisht) ?
b) Sa nxénés flasin vetém nga njé gjuhé?
c) Sa nxénés flasin vetém nga dy gjuhé prej tri t&€ mundshmeve?

d) Sa nxénés flasin té tri gjuhét ?
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Udhézim. Paraqitni diagramin e Venit. Rez. (a) 9 nxénés (5—fréngjisht,
5—gjermanisht). (b) 19 nxénés. (c¢) 9 nxénés. (d) 2 nxénés.

7. Jané dhéné bashkeésité:
a) A, = {ﬁk\keN}, n €N,
b) A4,=10,2), neN,
c) A, ={n,n+1,n+2,..}, neN.

Njehsoni U A, dhe N A,
neN neN

8. Jané dhéné bashkésité: A =[0,1], B =1[2,3], C =[-3,0.5), D = (—00,2]
dhe E = (0,00).

a) Njehsoni: AUB, AuC, AnC, AnD, CnNnD, CNE, DUE dhe
DNE,

b) Paraqitni grafikisht dhe tregoni se ¢ka paragesin bashkésité: A% = Ax A,
AxB, AxD, AxE, DxE, A>=A4xAx A.

9. Shkruani bashkésité partitive pér bashkésité: A = {0,2,{3}} dhe B =
P (P (P(0)))

10. Cka mendoni, sa kohé do t’i nevojitej njeriut pér ta shkruajtur bashkésiné
partitive té njé bashkésie me

a) 10 elemente,
b) 20 elemente,
c) 50 elemente,
d) 60 elemente?

Udhézim. Supozoni se shpejtésia mesatare e shkruajtjes sé njé nénbashkésie

pér rastet a), b), c) respektivisht d) éshté 1bas£1§<ési’ 1bas£1§<ési’ 1ba82h01;é81.
respektivisht 1%.

11. Problemi i njéjté si né det. 10 pér kompjuterin, por bashkésia A ka 64 el-
emente. Supozoni se shpejtésia mesatare e caktimit té€ nénbashkésive pér

kompjuterin éshté 106%.
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1.3. Pasqyrimet (funksionet) dhe llojet e tyre

1.3.1. Kuptimi i pasqyrimit (funksionit)
Lé té jené dhéné dy bashkési A # () # B.

Pérkufizim 1.3.1.1. Rregulla (ligji) f sipas sé cilés ¢do elementi = té bashkésisé
A ishoqérojmé njé dhe vetém njé element y nga bashkésia B e quajmé pasqyrim
(funksion) té bashkésisé A né bashkésiné B dhe simbolikisht e shénojmé me
f+A— B. Faktin qé elementit x € A pasqyrimi f ishoqéron elementin y € B
sombolikisht e shénojmé me f:x —y, ose f(xr)=vy, ose xf =y. Bashkésia
A quhet domena (fusha e pérkufizimit), ndérsa B quhet kodomena e pasqyrimit
(funksionit) f. Elementi x € A quhet origjinal, ndérsa y = f(x) € B quhet
pérfytyré e x—it.

Fig. 1.14

Pérkufizimin 1.3.1.1 me gjuhén e matematikés do té mund ta shprehnim si
vijon:
(Ve e A)(3ly € B)(f(x) =y).
Pasqyrimet mund té€ jipen né ményré analitike, tabelare apo tekstuale. Mjafton té

dihen domena, kodomena dhe rregulla (ligji) me ndihmén e sé cilés ¢do elementi
té domenés i shogérohet njé dhe vetém njé element i kodomenés.

Shembulli 1.1. Jané dhéné bashkésité A = {a,b,c}, B = {0,1,2} dhe
rregullat f:A— B, g:A— B, h:B— A, j:B— Adhe k: B— A ashtu
qé:
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Lehté shihet se rregullat f dhe ¢ jané pasqyrime, ndérsa rregullat h,;7 dhe &k
nuk jané. T€ béhen korrigjimet e nevojshme né ményré qé edhe rregullat h,j, k
té béhen pasqyrime.

Shembulli 1.2. Shembuj té pasqyrimeve jané edhe notimi pérfundimtar nga
njé léndé e caktuar i nxénésve té njé klase, me kusht qé té gjithé nxénésit té
notohen ku domena e pasqyrimit éshté bashkésia e nxénésve té asaj klase, ndérsa
kodomena éshté bashkésia {1,2,3,4,5}, si dhe emértimi i njerézve me kusht qé
té mos kemi njeri pa emér apo njeri me dy apo mé tepér emra.

Pér pasqyrimin f : A — B, bashkésia R(f) = {f(z)|x € A} C B, quhet
rang i pasqyrimit (funksionit).

Nga pérkufizimi i pasqyrimit rrjedh se dy pasqyrime f: A — B dhe g¢:
C — D jané té barabarta dhe shkruajmé f = ¢ nése A= C, B =D dhe
f(x) =g(x) péredo € A=C.

1.3.2 Llojet e pasqyrimeve

Pasqyrimi f: A — A quhet transformim i bashkésisé A.

Pasqyrimi f: A — B itillé q¢ f(a) =b pérc¢do a € A, ndérsa b € B
quhet pasqyrim konstant.

Transformimi f : A — A itillé ¢¢ f(a) = a pér¢do a € A quhet
transformim identik 1 bashkésis€é A dhe simbolikisht shénohet me 14 ose I4.

Pér pasqyrimin f : A — B, pasqyrimi g : A’ =+ B, ku A’ C A quhet
ngushtim (restriksion) i pasqyrimit f né bashkésiné A’ C A nése f(x) = g(zx)
pér ¢do z € A'.

Pasqyrimi f: A x A — A quhet veprim binar né bashkésiné A.

Pasqyrimi f: A — B itillé qé pér a # b rrjedh qé f(a) # f(b) pér ¢do
a,b € A quhet pasqyrim injektiv ose njé-njé(1-1). D.m.th. pasqyrim f: A — B,
i cili ¢do dy origjinaleve té ndryshme u shogéron pérfytyra té ndryshme, quhet
pasqyrim injektiv.

Pasqyrimi f: A — B itillé qé pér ¢do b € B, ekziston a € A i tillé qé
f(a) = b quhet pasqyrim surjektiv ose mbi. Eshté e qarté se pasqyrimi f: z — y
éshté mbi nése rangu i tij R(f) = B.

Pasqyrimi f : A — B 1 cili éshté njékohésisht injektiv dhe surjektiv quhet
pasqyrim bijektiv.

Cdo transformim bijektiv f i njé bashkésie A quhet permutacion i asaj
bashkésie. Nése card A = n, atéheré lehté provohet se numri i permutacioneve
té bashkésisé A éshté n!l=n(n—-1)(n—2)---3-2-1.

Eshté e qarté se kusht i nevojshém gé njé pasqyrim f ndérmjet dy bashkésive
té fundme A dhe B té jeté bijektiv, éshté qé ato dy bashkeési té kené numér té
njéjté té elementeve (card A = card B).
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Shembulli 1.3. Le té jené dhéné bashkésité A = {a,b,c,d} dhe B =
{1,2,3,4}. Pasqyrimet f:A — B, dhe g: A — B té dhéna me tabelén

f= a b c d _(fa b c d

“\2 1 4 3 9= 3 4 1 2

jané pasqyrime bijektive, ndérsa pasqyrimet , h: A — B ,dhe j: A— B
(@ b c d . (a b c d
“\11 43 77 3 2 1 2

nuk jané bijeksione.

Pér dy bashkeési themi se jané té njé fugie (ekuipotente) nése ekziston té paktén
njé pasqyrim bijektiv ndérmjet tyre. Nése A dhe B jané bashkeési ekuipotente,
atéheré kété fakt simbolikisht e shkruajmé card A = card B.

1.3.3. Kompozimi i pasqyrimeve

Le té jené dhéné pasqyrimet f: A — B dhe g: B — C.

Pérkufizim 1.3.3.1. Pasqyrimin h: A — C té pérkufizuar me formulén h(z) =
g9(f(x)) e quajmé kompozim té pasqyrimit f me pasqyrimin g dhe simbolikisht
e shkruajmé h =go f.

Fig. 1.15

Nga pérkufizimi 1.3.3.1 shihet se jo ¢do heré ekziston kompozimi i dy pasqyri-
meve. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé té ekzistojé kompozimi i dy
pasqyrimeve éshté qé kodomena e té parit té jeté e barabarté me domenén e té
dytit.
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Vlen vetém vetia asociative (e shoqérimit) pér kompozimin e pasqyrimeve. Me
té vérteté, nése jané dhéné pasqyrimet f: A — B, g: B—C dhe h:C — D,
atéheré pér ¢do x € A kemi:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(x))) dhe (ho(go f))(z)=
= (h(g o f)(x)) = h(g(f(x))),

qé d.m.th. (hog)o f=ho(gof).

Pér pasqyrimet f : A — B dhe g : B — C dhe kompzimin e tyre
h=gof:A— C vlen kjo lemé

Lema 1.3.3.1. i) Nése h éshté injektiv, atéheré i tillé éshté edhe f,
ii) Nése h éshté surjektiv, atéheré i tillé éshté edhe g.

Teorema 1.3.3.1. Kompozimi i dy pasqyrimeve injektive (surjektive) pérséri
éshté pasqyrim injektiv (surjektiv).

Vértetim. Le té jené f: A — B dhe g: B — C pasqyrime injektive
(surjektive) dhe h = go f: A — C kompozimi i tyre. Tregojmé se h éshté
pasqyrim injektiv (surjektiv).

Injektiviteti. Le té jené x1,7z9 € A dhe x1 # 2. Meqé f dhe g jané
injektive, atéhers f(z1) # f(z2) dhe g(f(z1)) £ g(f(@2)). Por g(f(z:) =
(go f)(zi) = h(zi), (i = 1,2), prandaj h(xi) # h(x2), qé d.m.th. se h éshté
pasqyrim injektiv.

Surjektiviteti. Le té jeté z € C. Atéheré ekziston y € B itillé ¢ g(y) = z.
Meqé f éshté surjektiv, ekziston x € A itille qé¢ f(x) =y. Tani éshté e qarté
se h(z)=(go f)(z) =2 Dm.th. h=gof:A— C éshté surjektiv.

Rjedhimi 1.3.3.1. Kompozimi i dy pasqyrimeve bijektive pérséri éshté pasqyrim
bijektiv.

1.3.4. Pasqyrimi invers

Le té jeté dhéné pasqyrimi bijektiv f: A — B.
Pérkufizim 1.3.4.1. Pasqyrimi g: B — A pértécilin gof =14 dhe fog=1p

quhet pasqyrim invers i pasqyrimit f dhe simbolikisht shénohet me f~1.

Nga lema 1.3.4.1 vérejmé se pasqyrimi f dhe inversi i tij f~! jané bijektive.
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Fig. 1.16

Shembulli 1.4. Pasqyrimi invers pér pasqyrimin bijektiv f : A — B ku

A={abecd}, dhe B ={1,2,3,4} idhéné me f = (;zfg) gshté f1

cadb

Shembulli 1.5. Pasqyrimi f: R — R i dhéné me f(x) =2z + 3 éshté
z—3

B — A idhéné me f7!= (1234>.

bijektiv, prandaj ekziston pasqyrimi invers f~': R — R dhe [~ (z) =

[\]

Po t’i vizatojmé grafikét e funksioneve y = f(z), y = f~'(z) dhe y = =z,
atéheré do té shohim se dy grafikét e paré jané simetrik ndaj té tretit (vizatoni).
Kjo ndodh ¢do heré.

Shembulli 1.6. Pasqyrimi f : R — R i dhéné me f(z) = 22 nuk
éshté bijektiv (pse?), prandaj nuk ekziston pasqyrimi invers i tij. Por, pasqyrimi
g:RT - RT idhéné me g(z) = 22, ku R = {z|]z € R Az > 0}, éshté bijektiv
(tregoni), prandaj ekziston pasqyrimi invers ¢=!: Rt — R* dhe ¢~ !(z) = /z.

Pér pasqyrimet bijektive f: A — B, dhe ¢g: B — C, provohet se jané té
sakta relacionet:

(=1 (gt =fTlog™, [THFX))=X,YXCA dhe
JUTH (X)) =X VX CB
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1.4. Disa funksione karakteristike

1.4.1. Vlera absolute. Vlera absolute pérkufizohet si pasqyrim | |: R = R
i pérkufizuar me barazimin

2| x, nése x > 0
x| = ..
—z, neésez < 0.

Vérejmé se |z| > 0, pér ¢do = € R, ndérsa grafiku i funksionit f(z) = |z| éshté
paraqgitur né figurén 1.17.

y=1rl

Fig. 1.17

Vetité:

a) |lz[| = |z|, V2 € R,
z| |z
c) M :m, Vz e R, y € R\{0},
d) |lz] = || < e +y|l < |z|+ |y, VYz,y € R, (relacioni i brinjéve té
trekéndeéshit),

1.4.2. Funksioni signum (i shenjés) sgn. Ky funksion pérkufizohet si
pasqyrim sgn : R — R i tillé gé

1, nése x >0
sgnx:{(), nése x =0
—1, nése = <0.

Grafiku i kétij funksioni éshté dhéné né figurén 1.18.
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Fig. 1.18

Vetité:
a) sgn(sgnz) =sgnw,

[z _ =
b) sgnz =-— = — pér x #0,

x|l
c) sgn(xy) =sgnx-sgny dhe sgn (m) = sgnm’ y # 0.

Yy sgny
1.4.3. Pjesa e ploté []. Pasqyrimi []: R — R i pérkufizuar me barazimin
z]=k<—=k<z<k+1lkecZ (1)

quhet pjesa e ploté.
P.sh. [0.34] = [0.56] = [0.999999] = [1 — /2] =0, [2V/3] = [3.11] = [3.677] =

3.999] = 3, [~0.34] = [~0.689] = —1, [~2.344] = [~2.999] = —3, et].
Grafiku i funksionit f(z) = [x] éshté dhéné né figurén 1.19.
y
2 o—>0
y = |=z]
1 o—>0
o—>0 2

Fig. 1.19
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Vérejtje 1.2. Né literaturé (matematiké dhe shkenca kompjuterike) hasim
dy lloje té pjeséve té plota: pjesa e ploté e poshtme e e z—it (ang. floor of ) dhe
pjesa e ploté e sipérme e z—it (ang. ceiling of x), té cilat pérkufizohen né kété
menyre:

lz] =k<=k<zxz<k+1, kelZ,

respektivisht
2] =k+1<=k<z<k+1 kel

Psh.  [0.34) = 0,[1.25]
[—2.5] = —2, si dhe [k]| =
shihet se [z] = [z].

Ngjashém pérkufizohet edhe funksioni f : R — R, f(z) = {z} = 2 — |z], i
cili njihet si pjesa thyesore e x—it. P.sh.

= 1,|—2.5] = =3, ndérsa [0.34] = 1, [1.25] = 2,
[k] = k, pér ¢do k € Z. Nga relacionet e mésipérme

f(1.45

£(0.8
f(—2.26

f@3

= {1.45} = 1.45 — [1.45] = 1.45 — 1 = 0.45;

= {08} =0.8—[0.8) =0.8—0=0.8;

= {—2.26} = —2.26 — |—2.26] = —2.26 — (—3) = 0.74;
—{3}=3—-1[3]=3-3=0.

~— — ~— ~—

Vérejmé se vlerat e kétij funksioni i takojné intervalit [0, 1) dhe éshté periodik me
periodé 1.

1.4.4. Funksioni karkateristik i bashkésis€ A (ya). Le té jeté dhéné
bashkésia e ¢farédoshme A C U, ku U éshté bashkésia universale (mé e "madhja”
e mundshme). Atéheré, funksioni x4 : U — R i pérkufizuar me barazimin

() = I, nése zx€ A
XAWE) = 0, nése = & A,

quhet funksion karakteristik i bashkésisé A.
Nése A=Q CR, ndérsa U =R, atéheré funksioni yq : R — R i tillé qé

_J1, nése x€Q
Xq(r) = {O, nése x & Q,

quhet funksioni i Dirihleut (Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) matem-
atikan gjerman).

Pér kété funksion nuk ekziston grafiku, edhe pse mund té caktojmé pakufi
shumé pika té tij. Ky funksion éshté i njé réndésie té vecanté né analizén matem-
atike, sepse éshté i kufizuar (0 < f(z) < 1, f(z) € {0,1}); nuk ka limit né asnjé
piké x € R; nuk éshté i vazhdueshém né asnjé piké x € R dhe nuk éshté i inte-
grueshém né asnjé segment [a, b] té bashkésisé sé numrave realé R, edhe pse éshté
i kufizuar.
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Detya né lidhje me pasqyrimet (funksionet)

1. Jané dhéné rregullat f:Z — N, ¢g: Q = Z, h: N — N té pérkufizuara
me barazimet pérkatése: f(z) =22 -1, g(z) =g (g) =p, h(n)=2n-—1.
Cilat nga rregullat e mésipérme jané pasqyrime e cilat jo?

Zgjidhje. Rregullat f dhe ¢ nuk jané pasqyrime, sepse f(41) = (£1)? —
1=0, ndérsa 0 ¢ N; g(2) =g(3) =2, g(2) =g (%) =4, ndérsa rregulla h
éshté pasqyrim.

2. Jané dhéné pasqyrimet f: R — R dhe ¢g:Z — Z té pérkufizuara me
f(z) =22 +1 dhe g(z) =22+ 1. A jané té barabarta kéto dy pasqyrime ?

Zgjidhje. Meqé Df # Dg, ku Df éshté domena e funksionit f,
pérfundojmé se pasqyrimet nuk jané té barabarta.

3. Gjeni té gjitha pasqyrimet nga bashkésia A = {a,b,c} né bashkésiné B =
{1,2}. Sa éshté numri i tyre dhe pérgjithésoni rezultatin nése card A = m
dhe card B=n?

Zgjidhje. Pasqyrimet e kérkuara jané:

n=(11 0)e=(5 1 ) a= (i
N (R (R = R W

Nése me BA = {f|f: A — B} shénojmé bashkésiné e té gjitha pasqyrimeve nga
bashkésia A né bashkésiné B, ndérsa card A = m, card B = n, atéheré card B4
éshté i barabarté me numrin e variacioneve me pérséritje té gjatésisé m(= card A)
té bashkésisé B me n— elemente. Meqé ky numér éshté i barabarté me n™,
prandaj card B4 = n™ = card B4,

4. Eshté dhéné bashkésia A = {1,2,3,4} dhe pasqyrimi f : P(A) — B i
pérkufizuar me f(X) = card X.

a) Caktoni bashkésiné B,

_ o = O
—_ o = O
NS N o
N NS
N O
v

b) Cfaré pasqyrimi éshté f 7

Zgjidhje. a) Bashkésia B = {0,1,2,3,4}.

b) Pasqyrimi f éshté surjektiv (mbi), por nuk éshté injketiv, sepse p.sh.
{1 = f({2}) = f({3}) = f({3}) = f({4}) =1 edhe pse {1} # {2} # {3} #
{4}.

5. Jané dhéné pasqyrimet f: R — R, f(r)=3x-1, g: R = R, g(z) = 2?
dhe h:R — RT, h(z) = 2%2. Caktoni llojin e pasqyrimit pér secilin prej
tyre.
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Rez. Pasqyrimi f éshté bijektiv, g nuk éshté as injektiv dhe as surjektiv,
ndérsa h éshté surjektiv, por nuk éshté injektiv.

6. Jané dhéné pasqyrimet f: R — RT\{0}, f(z) =2% dhe ¢ : [0,00) —
[0,00), g(x)=a% Tregonise f dhe g jané bijeksione.
Zgjidhje. 1. Le té jené x1,22 € R dhe x7 # x5. Atéheré, 2%t £ 2%2 qé
d.m.th. se f(x1) # f(xz2), prandaj pasqyrimi f éshté injektiv.

Pér ¢do y € R\ {0}, ekziston numri z = log,y € R i tillé ¢ f(z) =
f(logyy) = 2'°82¥ = . D.m.th. pasqyrimi f &shté surjektiv. Rrjedhimisht f
éshté pasqyrim bijektiv.

Ngjashém tregohet se edhe pasqyrimi g éshté bijektiv.

7. Jané dhéné pasqyrimet bijektive f: A — B dhe ¢g: B — C. Tregoni se
(gof)t=f"log "

8. Tregoni se pasqyrimi f : RT\ {0} — R i pérkufizuar me formulén f(x) =
Inz éshté bijektiv.

9. Tregoni se bashkésité I = (a,b) dhe R jané té njé fugie (ekuipotente),
d.m.th. card I = card R.

Zgjidhje. Duhet té ndértojmé té paktén njé pasqyrim bijektiv ndrmjet
bashkésive I dhe R. Pér kété géllim, sé pari ndértojmé njé pasqyrim bi-

jektiv  f ndérmjet bashkésive I dhe J = (—g,g) Pasqyrimi f: 1 — J
T

i pérkufizuar me formulén f(x) = A (x —a) — g éshté bijektiv (si funksion
—a

linear).

Po ashtu, edhe pasqyrimi ¢ : J — R i pérkufizuar me g(z) = tgx éshté
bijektiv (tregoni!). Tani, pasqyrimi h = gof : I — R éshté bijektiv (si kompozim i

2
éshté pasqyrimi i kérkuar. D.m.th. card (a,b) = card R = c-kontinum.

dy pasqyrimeve bijektive), ku h(x) = tg (ﬁ(aj —a)— E) = —ctg (ﬁ(w - a))

10. Vizatoni grafikét e kétyre funksioneve f(z) = {z} =z — |z] , g(x) = |22 — 3|,
h(z) = |{z} — 0.5]. Cka mund té thuhet pér periodicitetin e tyre? Nése
ndonjéri prej tyre éshté periodik, caktoni periodén e tij.

Pér funksionin f : R — R themi se éshté periodik me periodé T > 0, nése
flx+T) = f(x), pér ¢cdo = € R.

11. Né Shkencat kompjuterike ¢do nénbashkési e fundme dhe joboshe > quhet
alfabet, elementet e té cilés i quajmé shkronja, ndérsa ¢do varg i fundmé me
elemente nga »_ quhet fjalé. Numri i shkronjave né njé fjalé quhet gjatési
e fjalés. Shqyrtoni se sa fjalé té gjatésisé 1;2;3;20;100, respektivisht mund
t’i formojmé nga alfabeti

(a) Z - {07 1}7 (b) Z = {07 172}7 (C) Z = {07 17273} ?

Shqgyrtoni numrin e té gjitha fjaléve t€ mundshme deri te gjatésia 20.
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1.5. Gjykimet dhe kuntifikatorét

1.5.1. Gjykimet dhe veprimet me gjykime

Té shprehurit e pérditshém, qofté me shkrim apo me gojé, pérbéhet prej
fjalive té ndryshme me ndihmeén e té cilave shprehim njé mendim, p.sh. pohojmé,
mohojmé, japim urdhéra, késhillojmé, etj. Té gjitha fjalité e pérdorura mund
t’i klasifikojmé né dy grupe: né fjalité pér té cilat mund té vendosim se jané té
sakta ose té pasakta dhe né grupin tjetér fjalité pér té cilat njé gjé e tillé éshté e
pamundur. P.sh. ”Prishtina éshté kryeqyteti i Kosovés”, "Lumi Drini i Bardhé
buron né Prizren”, ”"Cdo katérkéndésh éshté katror”, 73 > 4”7, etj. Secila nga
fjalité e mésipérme éshté e sakté ose e pasakté; ndérsa pér fjalité: ”Teuta merre
librin!”, ”Do té ishte miré nése mésoni mé shumeé!”, etj. njé gjé e tillé nuk éshté e
mundur. Fjalité e para jané gjykime, ndérsa té dytat jo. Marrim kété

Pérkufizim 1.5.1.1. Cdo thénie, fjali e cila ka njé dhe vetém njé vleré té saktésisé
té sakté ose té pasakté e quajmé gjykim.

Gjykimet zakonisht shénohen me shkronja té vogla alfabetit latin si p, ¢, r, s,t, ....

Nése me G shénojmé bashkésiné e té gjitha gjykimeve, atéheré té shoqéruarit e
vlerés sé saktésisé mund ta konsiderojmé si pasqyrim V:G — {T, L}.

Negacioni—€shté njé veprim unar i cili ¢do gjykimi p i shogéron njé gjykim
téri |p icili éshté i sakté kur p éshté i pasakté dhe éshté i pasakté kur p éshté
i sakté. Tabela e saktésisé pér |p éshté:

P 1p
T L
1 T

Konjuksioni—€shté njé veprim binar i cili dy gjykimeve p dhe ¢ u shogéron
njé gjykim té ri, i cili éshté i sakté vetém né rastin kur té dy gjykimet jané té sakta.
Tabela e saktésisé e konjuksionit éshté

p q PAg
T T T
T 1 1
1 T 1
1L 1 1
Vetiteé:
(1) pAT=p (3) pAg=qAp ligji komutativ

(2) pAnL=1 (2) (pAg Ar=pA(gAT) ligji asociativ.
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Disjunksioni—éshté njé veprim binar i cili dy gjykimeve p dhe ¢ u shogéron
njé gjykim té ri i cili éshté i pasakté vetém né rastin kur té dy gjykimet jané té
pasakta, ndérsa né rastet tjera éshté i sakté. Tabela e saktésisé e disjunksionit
éshté

P q pVq

T T T

T L T

1 T T

1 L L

Vetité:
(1) pvl=p 4) (Vg Vr=pViigVr)
2 pvT=T (5) pA(@gVvr)=({@Aq V (pAT)

(3) pVg=qVp 6) pV (gAT)=({@V @ A(PVr).

Poashtu vlejné edhe ligjet e De-Morganit:

(1) TleAg=IpVig (2) 1V q =IpAle

Implikacioni. Para se té japim pérkufizimin formal té kétij veprimi me
ndihmén e tanelés, sé pari le té analizojmé kété shembull:

Le té shénojmé me p pérkatésisht ¢ gjykimet:
p : "Teuta ndodhet né klasé” dhe
q : " Teuta ndodhet né shkollé”.

Vérejmé qé gjykimi p éshté i mjaftueshém pér gjykimin ¢; kjo do té thoté se
nése Teuta ndodhet né klasé, atéheré ajo ndodhet edhe né shkollé. A thua gjykimi
q éshté i mjaftueshém pér gjykimin p? Jo, sepse Teuta mund té ndodhet né
shkollé e té mos ndodhet né klasé. Atéheré gjykimi ¢ mos éshté i domosdoshém
pér gjykimin p? Po, sepse Teuta duhet patjetér té nodhet né shkollé né ményré
qé ajo té ndodhet né klasé. Pra, gjykimi ¢ éshté i domosdoshém (nevojshém) pér
gjvkimin p. Tabela e saktésisé pér implikacionin éshté

|| |
| | | e
S
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Ekuivalenca. Ekuivalenca éshté njé veprim binar i cili pérkufizohet me
ndihmén e konjuksionit dhe implikacionit.

p=q=pP=q9N(q=Dp). (1)

Ekuaconi (1) tregon se gjykimi p <= ¢ &éshté i sakté vetém né rastin kur té dy
gjvkimet p dhe g kané vleré té njéjté té saktésisé. Me fjalé té tjera gjykimi p
éshté i nevojshém dhe i mjaftueshém pér gjykimin ¢ dhe anasjelltas. Tabela e
saktésisé éshté

I [ S
I ] [OS
A -H A ]

P.sh. gjykimi p :”Numri n éshté i plotépjesétueshém me 2 dhe 3” éshté i
nevojshém dhe i mjaftueshém pér gjykimi ¢ : "Numri n éshté i plotépjesétueshém
me 6” dhe anasjelltas.

Disjunksioni ekskluziv—éshté njé veprim binar i cili pérkufizohet me ndihmén
e negacionit dhe té ekuivalenceés.

pVq=|(p+= 9.

Tabela e saktésisé pér disjunksionin ekskluziv éshté

pvgq

o |
A | | =
i

1.5.2. Formulat e gjykimeve. Tautologjite

Secili nga veprimet e mésipérme me gjykime gjeneron njé formulé té gjykimeve,
sppse pér vlera té caktuara té ndryshoreve té gjykimeve i korrespodon njé vleré
e vetme e saktésisé. Me fjalé té€ tjera formulé té gjykimeve quajmé c¢do shprehje
né té cilén figurojné njé numér i fundmé i ndryshoreve logjike e né té cilat éshté
zbatuar njé numér i fundmé i veprimeve me gjykime. P.sh. shprehjet |p, |(pAq),
p = (¢ = r), etj. jané formula gjykimesh. Pér njé formulé té gjykimeve F
éshté e réndésishme qé té caktohet vlera e saktésisé sé saj pér té gjitha vlerat e
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mundshme té ndryshoreve qé marrin pjesé né formulé. Vlen té theksojmé se nése
né formulé marrin pjesé n ndryshore, atéheré gjithsej kemi 2" mundési pér
vlerat e mundshme té ndryshoreve. Kjo d.m.th. se tabela e saktésisé do té kishte
gjithsej 2™ rreshta (pse?).

Shembulli 2.2.1. Té formojmé tabelén e saktésisé pér formulat (pAq) = r
dhe 1(p V q) <=1IpAle.

p q r PAq (pANqg)=r
T T T T T
T T 1 T 1
T T T T T
T T T T T
T T T T T
T T T T T
1 1 T 1 T
T T T T T

Té formojmé tabelén e saktésisé pér formulén F =](p V ¢q) <=]pA]q.

p q pVyq 1(p Vv q) Ip lq 1pAlq F
T T T 1 1 1 1 T
T T T T T T T T
T T T T T T T T
T T T T T T T T

Nga tabela e fundit vérejmé se vlera e saktésisé sé formulés F' éshté e sakté
pér té gjitha vlerat e mundshme té saktésisé té ndryshoreve. Formulat e tilla quhen
tautologji. Mé sakté marrim kété

Pérkufizim 1.5.2.1. Cdo formulé e gjykimeve e cila merr vierén e sakté té
saktésisé pér té gjitha vilerat e mundshme té ndryshoreve té gjykimeve qé marrin
pjesé né formulé quhet tautologji.

Nése njé formulé F éshté tautologji, simbolikisht e shénojmé me [ F.
Formulat qé vijojné jané tuatologji. I mbetet lexuesit pér detyré qé té vértetojé
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saktésiné e formulave.

E (pV]p) ligji i pérjashtimit té sé tretés
= 1(pA]p) ligji i kontradiksionit

P = q) = q ligji i thjeshtimit

=D ligji 1 negacionit té dyfishté

)<= (pAq) VvV (pAr) ligji distributivi A ndaj V
6) pV (gATr)<= (pV ¢ AN(pV r) ligjidistributivi V ndaj A
Y EllpNq) <=1pVig ligji i De-Morganit
8) EllVq <=1pAlg ligji i De-Morganit.

1.5.3. Kunatifikatorét (fjalét: ¢do, ndonjé)

Né komunikimin e pérditshém gjuha luan rol gendror. Edhe né matem-
atiké ekziston njé bashkési simbolesh me ndihmén e té cilave shprehim thénie,
pérkufizime, pohime, etj., qé né fakt pérbéjné gjuhén e matematikés. Kuantifika-
torét jané fjalét ¢do (V) dhe ndonjé (3), té cilat shprehin sasi. P.sh. faktin (fjaliné):
”(Cdo numeér natyror éshté edhe numér i ploté”, me ndihmén e kunatifikatoréve e
shprehim

(Vzx e N) = (x € Z),

ndérsa faktin:” Cdo njéri nga numrat 2,3,4,6 jané faktoré té numrit 12”7, simbo-
likisht e shprehim si
(Vz €{2,3,4,6})(z|12).

Fjala ¢do (V), quhet kuntifikator i pérgjithshém (universal) dhe mund té interpre-
tohet si: secili, cilido apo té gjithé. Fjala ndonjé (3) mund té interpretohet si: sé
paku njé, bile njé, ekziston té paktén njé.

Rast i veganté i kuantifikatorit té fundit éshté edhe kuantifiaktori 3!, i cili
tregon se ekziston vetém njé (p.sh. element nga njé bashkési qé ka vetiné V).

Shemulli 2.3.1. Me ndihmén e kuntifikatoréve t’i shprehim fjalité (théniet)
gé vijojne:

(a) Cdo numér racional éshté numeér real.

(b) Ekuacioni x4 2 =5 ka zgjidhje né bashkésiné N.

(c) Népér ¢do dy pika té ndryshme ekziston drejtéza e cila kalon (i pérmban)
népér ato pika.

(d) Shuma e ¢do dy numrave té ploté pérséri éshté numér i ploté.
(e) Herési i ¢do dy numrave té ploté nuk éshté numér i ploté.

(f) Pér ¢do numrér real ekziston i kundérti né lidhje me mbledhjen.
(g) Jo pér ¢do numér real rrénja katrore éshté pérséri numér real.

Zgjidhje. (a) (Vz € Q)(x € R).
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b) (Jz € N)(z +2=25).

) (VA,B)(A # B)(3a)(A, B € a).
d) Ve,yeZ)(z+y€<cZ).

e) Fx,yeZ)(xz:y¢Z).

f) VzeR)3yeR)(xz+y=0).
g) (BzreR)(Vz ¢R).
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Detyra né lidhje me gjykimet dhe veprimet me gjykime

Tregoni se cilat nga gjykimet (fjalité) jané té sakta:
(a) 0={0},
(b) 00,
(c) 0={},
(d) 0e{0},
(e) {0} =0.
Formoni tabelat e saktésisé pér formulat:
(@) (pAq@) Vv (IpAlg), (b)) p= (qAT), (¢) (p=q) <= (lg=1p).
A éshté ndonjéra nga formulat tautologji?
Shqyrtoni se formulat A dhe B a kané vlerén e njéjté té saktésisé nése
(@) A:p=4¢q; B:|pVy, () A:l(pVq); B:lpAlg,
(b) A:p=¢q; B:lq=]p (d) A:Q(p=4q); B:pAgq

. Pér cilat vlera té ndryshoreve logjike p,q,r, formula (p V r) = ¢ ka vlerén

e pasakté té saktésisé (L)?
Vértetoni se formulat qé vijojné jané tautologji:
(@) Eprp=p, d) EpVviprg = p
b) EpVpe=np, (e) Elp V) =lprlg,
) EpAlpVve<=np ((f) Ellprgd=IpVie
Té shkruhen si formula (me ndihmén e kuantifikatoréve) fjalité qé vijojné:
(a) Né njé rrafsh « ekzistojné drejtézat p dhe ¢ té cilat nuk priten.
(b) Shuma e ¢do dy numrave té ploté pérséri éshté numér i ploté.
(c) Népér ¢do tri pika jokolineare kalon vetém njé rrafsh.
Formulat e dhéna té shprehen me fjalé:
(@) GreN)(z+6=8), (d (GBreN)(VyeN)(z-y=y),
(b)) TGz eR)(@*+1=0), (¢) (VzeR)(VyeR)(z y=y- ),
(© (VzeR)@>0, () VoyeQ)z<y@E:eQ)z<z<y).
3x2 — 22 +1

Eshté dhéné funksioni f : Q — Q me formulén f(z) = T3
x

Caktoni vlerén e saktésisé pér gjykimet qé vijojné:

@ JO=-1 (@ [-D=5. () JJ05)=-1

(b) f(2)>1, ) f(z) = f(—2), (f) f(f(=1.5) <1



Kapitulli IT
Polinomet dhe shprehjet racionale algjebrike

Para se té japim kuptimin e polinomit, do té pérkufizojmé fuqité dhe rrénjét
dhe do té shohim se fuqité jané mjaft komplekse né matematiké, vecanérisht kur
béhet fjalé pér vértetimin e vetive té fugive.

2.1. Fuqizimi

Sikurse veprimi i shumézimit qé e "shkurton” (thjeshton) mbledhjen, ashtu
edhe fuqgia éshté pérkufizuar pér ta thjeshtésuar dhe shpejtuar veprimin e shumézi-
mit. Réndésia e tyre éshté jashtzakonisht e madhe si né matematiké, ashtu edhe né
fusha tjera si né: fiziké, kimi, inxhinieri, ekonomi, financa, etj. Pa fuqité, nuk do
té kishte zhvillim ekonomik dhe as industrial. Fuqité, sé pari jané pérkufizuar
vetém me eksponenta (tregues) numra natyroré, ndérsa mé voné ky kuptim i
réndésishém matematikor éshté zgjeruar edhe pér eksponenta nga bashkésia e
numrave té ploté, racionalé, atyre realé dhe kompleksé. Né kété kurs ne do té
pérkufizojmé vetém fuqité me eksopenenta nga bashkésia e numrave natyralé, té
ploté dhe atyre racionalé. Pér pérkufizimin e fugive me eksponenta numra ir-
racionalé (apo atyre kompleksé) shrytézohet njé aparat mé i larté (sofistikuar)
matematik. Ne do t’i marrim apriori si té njohura vetité edhe pér fuqité me ekspo-
nenta numra irracionalé (apo atyre kompleksé), nga qé vlejné té njéjtat veti edhe
pér ato fuqi, sikurse vetité pér fuqité me eksponenta nga bashkésia e numrave té
ploté dhe atyre racionalé.

Peérkufizim 2.1.1. Prodhimi
a---a-a=a", a€R,neN
——
n—heré

quhet fuqi. Numri a quhet baza e fuqisé, ndérsa n quhet eksponenti i fuqisé.
Me definicion merret se a' = a. Vértetohet se vlejné kéto veti té fugive pér fuqité
me eksponenta numra natyroré m dhe n:

Vetité.
1. a"-a™=am"
an
2. — =d""(n>m)
am
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Duhet té jemi té kujdesshém me vetiné 2, e cila vlen pér n > m dhe jo pér n < m
(pse?). P.sh.

4

23 . 9% = 93+4 — 9T — 198; §:24*2:22:4; (2-3)% =2%.3% =8.27 = 216;

(23)* = 234 = 212 = 4096.

Né ményré qé kuptimi i fuqisé té zgjerohet edhe pér eksponenta numra té
ploté, duhet adaptuar dy barazime:

1
a®=1,a7" = — ,necNdhea#0. (1)
an

Barazimet e mésipérme nuk mund té vértetohen, por jané adoptuar me marréveshje
dhe géllimi ka gené qé kuptimi i fuqisé té zgjerohet edhe pér eksponenta numra té
ploté negativé dhe zeron dhe té ruhen vetité 1-5 té fuqive pér eksponenta numra
natyrore.

Tani, duke pasur parasysh barazimet (1), vértetohet se pér eksponenta numra
té ploté m,n dhe a # 0, vlejné vetité:

Vetité.
1. a"-a™=am™"
a™ _
2. —=ad"a#0
am

n

4, (% n:Z—n,b;«éO

(a™)
6. a®°=1, a#0

3

— amn

1
7. a"=—,a#0;n€Z.
an

Do té vértetojmé vetém vetité 1, 7 dhe 2. Dallojmé kéto raste:

a) Nése m dhe n jané numra natyroré, atéheré éshté evidente se vlen barazimi

b) Nése m dhe n jané numra té ploté negativé, atéheré ekzistojné numrat
natyroré p dhe ¢ té tillé g¢ m = —p, kurse n = —¢q. Tani, pér a # 0, kemi:

1 1 1
m . a"=aqgP.q92=s¢g] = — . — =
am-a"=a""-a sipas (1) i

= sipas (1) = o~ P9 — (=p)+(=9) — jm+n

¢) Nése m € N, kurse dhe n éshté numér i ploté negativ, atéheré ekziston
numri natyror ¢ té tillé ¢ n = —¢q. Tani, pér a # 0, kemi:
m 1 a™

. —ag™.q0 9= qj e - —_— = —
am-a"=ad"-a sipas (1) =a iy
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Tani dallojmé kéto nénraste:

m

cl) Nése m > g, atéheré 2 = qm~7 = ¢mH(=0) = gmin,

c2) Nése m = g, atéheré 2 =1 =a = ™™™ = (=0 = gm+n,

c3) Nése m < ¢, atéheré ekziston p € N ashtu qé ¢ = m + p. Tani:

a a a™

_— = = = — =
ad am+p a™ . agP aP

P — gmt(=9) — gmtn

d) Rasti kur m éshté numér i ploté negativ, kurse n € N éshté i ngjashém me
rastin c).

e) Nése m = 0, ose n = 0, p.sh. po supozojmé se n = 0, atéheré kemi:

m—+n

Pra, vértetuam se a™ - a” = a pér cdo m,n € Z.

Tani, kemi té drejté té shkruajmé: 273274 = 2(=3)+(=4) = 2-7. 9-5 . 94 —
2050+ =271 = 1, 96. 274 = 26+(-H) =92 = 4,

2. Né meényré qé vértetimi i vetisé 2 té jeté mé i thjeshté, sé pari do té
1

vértetojmé vetiné 7, d.m.th. =" = — pér ¢do n € Z dhe a # 0. Edhe kétu,
a

dallojmé tri raste:
a) Nése n € N, atéheré barazimi vlen sipas (1).

b) Nése n € Z dhe n éshté negativ, atéheré ekziston p € N ashtu qé n = —p.
Tani:

_ 1 1
a " =al = 4 =sipas (1) = — = —
L a— P a™
a
¢)Nésen =0, atéheré a ™" =a0=1=1=5 ==L

Tani, vértetimi i vetisé 2 pére n, m € Z merr formén:

n

a . -~ _ . - _ _
— = sipas vetisé 7 =a" -a”"™ = sipas vetisé 1 = gntEm) = gnem,
a

Ngjashém vértetohen vetité 3-5 pére eksponenta n,m € Z.

Réndésia e fuqgive né matematiké, fiziké, kimi, elektroniké, astronomi, financa
éshté tejet e madhe, prandaj edhe vetité e tyre duhet té pérvetésohen né térési, né
meényré gé ato t'i zbatojmé me sukses, sa heré qé na jepet mundésia.

Duke shfrytézuar pikérisht fuqité, ne jemi né gjendje té llogarisim dhe shpre-
him masat e trupave qgielloré, sikurse edhe masat e grimcave atomike. P.sh. masa e
Tokés éshté péraférsisht 5.98-10%4 kg; masa e Marsit éshté péraférsisht 6.39-10% kg;
masa e Juptireit éshté péraférsisht 1.898 - 1027 kg; masa e Uranit éshté péraférsisht
8.681 - 10%° kg: masa e Hénés éshté péraférsisht 7.4 - 1022 kg; masa e Diellit éshté
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péraférsisht 1.989 - 103° kg: masa e elektronit éshté péraférsisht 9.109 - 103! kg;
ngarkesa elektrike e njé elektroni éshté 1.602 - 1071 ¢ (kulon); numri i Avogardos
péraférsisht éshté i barabarté me 6.02210%3 mol ™, etj.

Shembulli 2.1. Té thjeshtohen shprehjet

(@) 210415 . 67 ) 0.00023 - 0.0041° - 0.0122 © 1216. 611 — 913 . 421
184.1610 ’ 0.000810-0.0032 ’ 1812 . 415 — 625 . 164"
Zgjidhje. (a) Vlen
910 . 415, 7 910, (22)15 . (3 . 2)7 910, 930 , 37, 97 947 ., 37 947 37

184 . 1610 (2 . 32)4 . (24)10 T 94, (32)4 .40 T 944,38 T 944 ’ 38
— 04744 3 :23}:273:§
37.3 3 3 3
1 1
(b) Duke shfrytézuar barazimet 0.001 = 1000 = 105 — 1073,0.0003 = 3 -

107%,0.00018 = 18 -107° = 1.8 - 10~* e késhtu me radhé, kemi

0.0002% - 0.004'° - 0.012%  2%.1071%.41.10730.122.107F

0.000819 . 0.00032 a 810.10-40.32.10-8
93+20+4 32, 10(—12)+(—30)+(—6) 927 .32 . 10948 1
- 930 . 32 . 10(—40)+(-8) T 930.32.10-48 8"

1216 . 611 _ 913 . 421 (22 . 3)16 . (2 . 3)11 _ (32)13 . (2 )21
(© = -
1812 . 415 _ 25 . 164 (2 . 32)12 . (22)15 _ (2 . 3)25 . (24)4

232 . 316 A 211 . 311 _ 326 . 242 243 . 327 _ 326 . 242

= 912,324,930 _ 925,325,916 - 9242 .324 _ 941 . 325
~212.3%(2.3-1)
S 2413242 - 3)

=2.32.(=5) = —90.

2.2. Rrénjézimi

Né matematiké, pér cdo veprim pérkufizohet edhe veprimi i anasjellté i tij.
Pér mbledhjen né bashkésiné e numrave té ploté Z, bashkésiné e numrave racionalé
Q, realé R dhe atyre kompleksé C, veprimi i anasjellté éshté zbritja, kurse pér
shumézimin né bashkésité e numrave Q\{0}, R\{0} dhe C\{0}, veprimi i anas-
jellté éshté pjesétimi. Edhe pér fugizimin me eksponenta numra natyroré, pérkufizohet
veprimi i anasjellté, i cili quhet rrénjézim. Le té jeté a € R dhe n € N.

Pérkufizim 2.2.1. Rrénjé té n—té té numrit real a quajmé numrin real ose
kompleks b pér té cilin b™ = a. Simbolikisht shkruajmé {/a =b. Numri a
quhet radikanti, numri n quhet treguesi (eksponenti) i rrénjés, ndérsa numri b
quhet rrénja.

Vérejtje 2.1. Jo c¢do heré rrénja e caktuar e njé numri real éshté pérséri
numér real, p.sh. v/—2. Kjo tregon se rrénjézimi éshté pjesérisht i pérkufizuar né
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bashkésiné e numrave realé, kurse éshté ”plotésisht” i pérkufizuar né bashkésiné e
numrave kompleksé C.

Vetite.

1. /a- Vb= Va-b,

3. Ya- Vo= "Vam - b,
4. bi/a= Vb"-a.

Tani, mund ta pérkufizojmé edhe fuqiné me eksponent numér racional si
Vam o, (1)

Duke pasur parasysh vérejtjen e mésipérme dhe relacionin (1), nocioni i
rrénjézimit mund té pérkufizohet edhe pér eksponenta numra té ploté negativé,
racionalé, realé apo edhe kompleksé. Né kété kurs do té kemi té béjmé vetém me
eksponent deri te numrat racionalé. Pjesa tjetér punohet né 1éndén e analizés dhe
até té algjebrés. Vlen té pérmendet réndésia e realcionit (1) i cili na mundéson qé
rrénjén ta kthejmé né fuqi dhe t’i zbatojmé vetité e fugive dhe né fund rezultatin
e fituar ta kthejmé prap né formé té rrénjés.

Duhet pasur parasysh se rrénja e n—té e njé numri real apo kompleks ka
gjithésej n—vlera (shih rrénjézimi i numrit kompleks né ndonjé tekst), por ne do
té kufizohemi vetém né pjesén kryesore té njé rrénje. Pér rrénjét e njé numri real
pozitiv, vetém rrénja pozitive paraqet pjesén kryesore dhe ajo éshté e vetme; kurse
pér njé numeér real negativ dhe rrénjét me eksponent tek, vetém rrénja negative
paraget pjesén kryesore té rrénjés. Pér zeron, vetém zeroja paraqget pjesén kryesore
pér cdo rrénjé me eksponent numér numér natyror n. P.sh. edhe pse /4 ika dy
vlera 2 dhe —2, sepse 22 = (—2)2 =4, pjesa kryesore e saj éshté /4 = 2; po
ashtu ¥/—8 i ka tri vlera té ndryshme né bashkésiné e numrave kompleksé C, por
vetém —2 éshté pjesa kryesore e saj. Po ashtu

Va2 =la|, Vat=|a|, Va3 =a,Vd =a,
jané pjesét kryesore té tyre. Dhe né pérgjithési

War = ||, TWari =,

Shembulli 2.2. Té thjeshtohen shprehjet

() VIE-3VE0+4VTE () 34223242
Zgjidhje. (a) Vlen

V18 —3VE0 4+ 4VT2 =v9 -2 —3V25 -2+ 4v36 -2 =v9- V2 —3-V25 - V2+
+4-V36-V2==3-v/2-15-/2+24-/2=12-V2.
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(b) Vlen

\/3+2f—\/3—2\/§=\/(1+\/§)2—\/(1—\/5)2=|1+\/§|—\1—x/§|:
=(14+V2)-(vV2-1)=2.

Shembulli 2.3. Té€ racionalizohet eméruesi i thyesés:

4 5+V3 3+V8 V2
(a) r\/g7 (b) 2_\/37 (C) 2_2\/g7 (d) 3_\3/5'

Zgjidhje. (a) Vlen

4 4 1-+/3 4(1—\/§)_4(1—\/§):2

VB IRV ISV a-(var e
(b) Vlen

VI _SHVE 2V _BrVIEE) g7y
(¢) Vlen

3+v8 1 3+v8 1+vE8 1 11448 11448

228 2 1-v8 1+v8 2 -7 4
(d) Vlen

V3R 843 Y34 (V22 _ Y200+3- Y3+ (V2P
3-V2 3-32 32+3-\3/§+(\3/§)2_ 38 — (3/2)3
V2(9+3- 2+ (V2)?)

25 ’
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2.3. Kuptimi i polinomit

Shprehjet e formés: —4, 3z, —0.52%z, /brzy3t?, etj. quhen monome né
matematiké. Numrat —4, —0.5, v/5 quhen koeficienté, ndérsa shkronjat x, z, v, t,
quhen ndryshore t& monomeve. Shuma e treguesve té ndryshoreve (pérveg kon-
stanteve) quhet shkallé e monomit. P.sh. shkall e monomit 3z &shté e barabarté
me 1, ndérsa shkalla e monomit v/5zzy%t? éshté e barabarté me 1+14+3+2=7.
Konstantat konsiderohen monome me shkallé té barabarté me 0. Nuk e ka véshtiré
lexuesi ta pérceptojé kuptimin e monomit. Pra, ¢do prodhim i njé numri té fundmé
konstantesh me fuqité e njé numri té fundmé ndryshoresh quhet monom. Kjo fjalé
rrjedh nga gjuha greke, qé do té thoté shprehje njégjymtyréshe. Shuma apo difer-
enca e dy monomeve quhet binom. Ngjashém e pérkufizojmé kuptimin e trinomit
dhe né pérgjithési té polinomit. P.sh. shprehjet algjebrike:

3—dx, 2z —4xy®, —0.5zyy? — \/63043/

jané binome, ndérsa shprehjet:
7—dx — 2%, 22 —dxy® —23y°, —0.5xyy? — \/61:3y2 + x4 2z

jané trinome, respektivisht polinome.

Monomet: )
—4x, gm, —V7x

jané té ngjashme mes veti, sikurse edhe monomet:

3 ﬁ 2.3

dzy?2®, —Zay’z Ty 2.

5 2
Prandaj pér dy monome themi se jané té ngjashme nése ato ndryshojné vetém
pér nga koeficientét e tyre, ndérsa ndryshoret dhe fuqité e ndryshoreve duhet té
jené té njéjta. Réndésia e monomeve t€ ngjashme géndron né faktin se vetém ato
mund té mblidhen ose zbriten. Mbledhja (zbritja) e dy monomeve realizohet né
até ményré qé mblidhen (zbriten) koeficientét e tyre.

Shembulli 2.5. Shuma (zbritja) e monomeve 3zy?y? dhe 5xy?y® éshté
3zy2y3 +5xy%y® = 8xy?y3, respektivisht 3zy?y® —5xy’y® = —22y%y>. Ky proces
quhet reduktim né teoriné e polinomeve.

Nga shembujt e mésipérm, vérejmé se kemi polinome gé varen prej njé apo
mé shumé ndryshoreve. Nga té gjitha kéto, ne mé sé shumti do t€ merremi me
polinomet me njé ndryshore. Marrim kété pérkufizim

Pérkufizim 2.3.1. Shprehjen e formés

() = apx™ + ap_12" P+ a1z +ag, a; € R(C) (1)
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e quajmé polinom i shkallés mn i ndryshores x me koeficienta numra realé
(kompleksé). Numrat an,an—1,...,a1,a9 quhen koeficienté to polinomit. Monomi
anx™ quhet gjymtyra mé e vjetér e polinomit, ndérsa ag quhet gjymtyra e liré.

Shkalla e polinomit p,(z) shénohet me degp,(z). D.m.th. degp,(z)=n.
Kujdes, polinomet nuk jané barazime. Shénimi né relacionin (1) nuk duhet kuptuar
si barazim por si shénim té polinomit. Mund té véreni se nuk éshté pérdorur shenja
= por =, té cilat jané té ndryshme. Sa heré qé njé polinom e shénojmé me p,(x)
duhet kuptuar shprehjen a,z"+a,_12" '+ --+ajx+ag. Preferohet qé polinomi
té shkruhet sipas zvogélimit apo rritjes sé treguesve té ndryshores .

Dy polinome p,(z) = apnz"™ + ap_12" t + -+ a1x + ag dhe ¢,(z) =
b @™ 4 by—12™ L 4+ - 4 bix + by themi se jané té barabarta dhe simbolikisht
shkruajmé p,(x) = ¢n(x) nése m =n dhe a; =b;,i =0,1,2,...,n.

Kuptimi i polinomit mund té pérgjithésohet edhe pér n—ndryshore. P.sh.
polinomi i shkallés sé dyté prej dy ndryshoreve x dhe y éshté

p(x,y) = a112® + a123y + axy® + a137 + a3y + ass.
Kujdes! Shkalla e polinomit p(z,y) = 2y + 3z —4y + 5 éshté 2, sepse monomi
ry éshté i rendit té dyté (axy = zlyl).
2.3.1. Mbledhja dhe zbritja e polinomeve. Mbledhja dhe zbritja e
polinomeve kryhet né até ményré qé mblidhen dhe zbriten gjymtyrét e ngjashme.

Shembulli 2.6. Shuma (zbritja) e polinomeve psz(z) = 423 — 522 + 7o — 6
dhe qu(z) = 22* + 102° — 1522 4 4 + 12 éshté

p3(2) + qu(z) = (42% — 52% + T2 — 6) + (22* + 102 — 1522 + 4 + 12)
=2z + 1423 — 202 + 11z + 6,

p3(2) — qu(z) = (42% — 52% + Tz — 6) — (22* + 102> — 1522 + 4 + 12)
= —2z* — 62 + 102% + 3z — 18.

Njésoj mblidhen dy apo mé tepér polinome dhe vlejné ligji komutativ dhe ai aso-
ciativ pér mbledhje.

2.3.2. Shumézimi i polinomeve. Shumézimi i dy polinomeve kryhet ashtu
qé cdo gjymtyré e polinomit té paré shumézohet me secilén gjymtyré té polinomit
té dyté dhe rezultati i fituar reduktohet. Ta shkruajmé kété rregull me ndihmén
e gjuhés sé matematikés. Le té jené dhéné polinomet

Po(T) = anz™ + ap_12" M+ -+ a17 + ag
G () = D™ + by _12™ L 4 - by + bo.

Prodhim té kétyre dy polinomeve quajmé polinomin g, +,(z) i dhéné me rela-

cionin
n m
<Z aixi> : ijﬂ?j
i=0 Jj=0
m-+n n+m

= chazk, ku ¢ = Z a;b;.

k=0 k=0
i+i=k

ngrn(x) = pn(x) ’ qm(x)
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Shembulli 2.7. Prodhimi i polinomeve p(z) = 423 — 522 + 7z — 6 dhe
q(r) = 22* + 1023 — 152% + 22 — 3 éshté

(423 — 52 + Tz — 6) - (22* + 102® — 152° + 22 — 3)

= (82" +402° — 6025 + 82 — 1223) 4 (=105 — 5025 + 7521 — 1023 + 152?)
+ (142® 4+ 70z* — 10523 + 142% — 21x) + (—122* — 602 4+ 9022 — 122 + 18)
82" + (40 — 10)x% + (=60 — 50 + 14)2® + (8 + 75 + 70 — 12)2*

+ (=12 =10 — 105 — 60)x> + (15 + 14 + 14 + 90)2” + (—21 — 12)z + 18

82" — 96x° + 141z* — 1872° + 1332* — 33z + 18

p(x) - q(x)

Pér shumézimin e polinomeve vlejné ligji komutativ, asociativ dhe ai distributiv i
shumézimit ndaj mbledhjes (zbritjes).

2.3.3. Pjesétimi i polinomeve

Né analogji me pjesétimin e dy numrave, pérkufizojmé edhe pjesétimin e dy
polinomeve.

Le té jené dhéné dy polinome p(z) dhe g(z) dhe degp(x) > degg(z).
Marrim kété

Pérkufizim 2.3.3.1. Té pjesétohet polinomi p(x) me polinomin g(x) do té
thoté t’i gjejmé polinomet q(x) dhe r(x) té tillé gé

p(x) = q(x)g(x) + r(z),

ku degr(z) < degg(z). Polinomi p(x) quhet i pjesétueshmi, g(x) pjesétuesi,
q(z) herési, ndérsa r(x) quhet mbetja.

Si kryhet pjesétimi i dy polinomeve? Sé pari polinomet duhet té shkruhen
(renditen) sipas zvogélimit té treguesve té ndryshores z, e pastaj gjymtyra mé
e vjetér e té pjesétueshmit pjesétohet me gjymtyrén meé té vjetér té pjesétuesit.
FEcuria e punés éshté e ngjashme me até té pjesétimit té dy numrave. Pjesétimi
vazhdon deri se shkalla e polinomit né mbetje té jeté mé e vogél se shkalla e
pjesétuesit.

Shembulli 2.8. Gjaté pjesétimit té polinomit p(z) = 2z* + 523 — 222 +



46  Matematika elementare Ramadan Limani

7z — 10 me polinomin g(x) = 22 — 2z + 3 kemi

p(z) : g(x) = (22* + 52 — 222 4+ 72 — 10) : (2% — 22 + 3) = 227 + 92 + 10
— (22" — 423 + 62%)

92% — 82 + 7z — 10
— (923 — 1822 4 27z)

1022 — 20z — 10
— (102 — 20z + 30)

—40 = r(x)

Meqé shkalla e polinomit mbetje r(x) éshté 0 mé e vogél se shkalla e polinomit
g(xz), qé éshté 2, kétu ndérpritet procesi i pjesétimit. D.m.th. gjaté kétij
pjesétimi kemi marré herésin ¢(z) = 222 + 9z + 10, ndérsa mbetja éshté r(z) =
—40.

Nése mbetja r(x) éshté e barabarté me zero, atéheré themi se polinomi p(z)
plotépjesétohet me polinomin g¢(z) dhe né até rast shkruajmé

p(z) = q(x)g(z).

Shembulli 2.9. Tregohet se binomi 2 +1 plotépjesétohet me binomin z + 1
me ¢'rast herési éshté 22 —x + 1. (Provoni!)

Tregohet se polinomi p(z) plotépjesétohet me binomin x — a atéheré dhe
vetém atéheré, nése p(a) =0. D.m.th. a éshté njé zero e polinomit.

Me té vérteté, nga barazimi p(x) = (z —a) - q(x) + ¢, ku ¢ éshté njé konstanté,
menjéheré konstatojmé se polinomi p(z) plotépjesétohet me binomin z — a
atéheré dhe vetém atéheré, nése p(a) = 0.



Polinomet dhe shprehjet racioanle algjebrike 47

Detyra né lidhje me polinomet

1. Njehsoni p(z) £ g(z) dhe p(z)-g(x) nése

(a) p(z) =22 22> +3x—4, g(x)=32>—52+6
(b) plr) = —3z* — 122> + 62 — 5, g(x) =2 —52° +6
() plx) =72 22" +32° —42®> + 32 -2, g(z)=2> -T2z +6
1
(d) p(x):x8+4x7+3x6—41:5—1—3:3—23:24-63:—5,
g(x) = 2° — 3x* +62% +3

2. Caktoni parametrat realé a,b dhe ¢ né ményré qé polinomet p(z) dhe g(z)
(a) p(z) =223 922 +132 -6 dhe g(z)= (z —2)(az®+ bz +c)
(b) p(z) =62 —232% + 292 — 12 dhe g(z) = (z — 1)(az® + bz +¢)
(¢) p(x)=122% —402? + 272z —5 dhe g(z) = (32 — 1)(ax® + bz + ¢)
té jené té barabarta.

3. Njehsoni herésin dhe mbetjen gjaté pjesétimit té polinomit p(z) me poli-
nomin g(z). NE cilat raste ato plotépjesétohen ?

(a) p(x) =2t — 1523 + 62% — 7, g(x) = 2% - 324+ 9
(b) p(x) = —32° — 1227 + 62 — 5, g(x) = 2% +52° — 5
(¢) p(x) =2* + 42 + 62% + 42 + 1, g(x) =2? + 2z +1

4. Eshté dhéné polinomi p(z) = 23 + az?® + bz 4+ ¢. Caktoni parametrat realé

a,b dhe ¢ né ményré qé polinomi p(z) té plotépjesétohet me x—1, x+2,
dhe x — 3.

Udhézim. Shfrytézoni faktin se polinomi p(x) plotépjesétohet me binomin
x —a atéheré dhe vetém atéheré, nése p(a) = 0.

2.4. Faktorizimi i polinomeve

Sikurse né teoriné e numrave qé éshté i pérkufizuar faktorizimi i njé numri
natyral, edhe né teoriné e polinomeve pérkufizohet faktorizimi i polinomeve. Mar-
rim kété
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Pérkufizim 2.4.1. Té faktorizohet njé polinom p(x) do té thoté qé até polinom
ta shkruajmé si prodhim té dy apo mé tepér polinomeve té shkallés jo té barabarté
me zero.

Shembulli 2.10. Polinomin p(x) = 22 — 5z + 6 mund ta shkruajmé si
prodhim té binomeve (x—2) dhe (x—3). D.m.th. 22 —52+6 = (z—2)(z —3).

Sikurse né teoriné e numrave qé kérkohet faktorizimi i njé numri natyral n né
prodhim té fuqive té faktoréve té thjeshté té tij, edhe pér polinomet preferohet qé
faktorizimi t€ béhet deri né faktoré té pazbérthyeshém. P.sh. polinomi

p(z) =2* —22% — 8 =a* —42? + 222 — 8 = 2?(2? — 4) + 2(2* — 4)
=(2* —4)(2* +2) = (v — 2)(x + 2)(2* +2)

éshté faktorizuar (zbérthyer) né faktorét e pazbérthyeshém: x —2; 2 +2 dhe 22+ 2.

Pér té lehtésuar procesin e faktorizimit t€ njé polinomi, me t€ madhe i shfrytézojmé
kéto identetite algjebrike:

Identitetet themelore algjebrike

(1) (a+b)*=a®+2ab+b? katrori i binomit (shumés)

(2) (a—b)*=a®—2ab+0b° katrori i binomit (ndryshimit)
(3) a®*—b*=(a—b)(a+D) ndryshimi i katroréve

(4) (a+b)®=a®+ 3a%b+ 3ab® + b* kubi i binomit (shumés)

(5) (a—0b)®=a®—3a®b+ 3ab® — b* kubi i binomit (ndryshimit)
6) a®+b* = (a+b)(a®—ab+b?) shuma e kubeve

(7) a® —b% = (a— b)(a® + ab + b?) ndryshimi i kubeve

Identitete themelore konsiderohen edhe kéto:

(8) (a+b+c)*=a®+b*+c*+2(ab+ be + ca),
9) (a—b+c)*=a*+b*+c* 4 2(—ab — bc+ ca),

(10) (a+b)" = i (Z)an—kbk, ku (Z) - k,(n”lk)' (k=0,1,...,n),

k=0

(11) a" =" =(a—b)(a" ' +a" 2b+a" 3%+ +a®b" P+ ab" 2 + "),

(12) a™+b" = (a+b)(a" ' —a"2b+a" 2 + - +a*"? —ab" 40",
ku n éshté tek.

|
Kétu <Z> = ﬁ,k = 0,1,...,n paraget numrin e kombinacioneve pa

pérsértije té klasés (gjatésisé) k té njé bashkésie me n—elemente, kurse kombi-
nacion pa pérsértije té klasés (gjatésisé) k té njé bashkésie A me n—elemente
quajmé ¢do nénbashkési me k—elemente té bashkésisé A.
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Vértetimi i kétyre identiteteve nuk éshté ndonjé detyré e véshtiré. Shfrytézohen
vetité e fugive dhe identitetet paraprake. P.sh., vértetimi i identitetit (1), béhet
si vijon:

(a+b)?=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a®>+2ab+b*, (a-b="b-a).
Ngjashém, pér identitetin (2) kemi

(a—b2=(a—b)-(a—b)=a-a—a-b—b-a+b-b=a*—2ab+ b

ose, duke e shfrytézuar identitetin (a) dhe duke zévendésuar b me —b.

(3) Vlen

a®> —b*=a®> —ab+ab—0b*>=a(a—0b)+bla—0b) = (a —b)(a+b).
(4) Vlen
(a+0)%=(a+b)(a+0b)?*=(a+0b)(a®+2ab+b?) = - = a® + 3a®b + 3ab® + b°.
(5) Duke shfrytézuar identitetin (4) dhe duke zévendésuar b me —b, marrim
(a—b)> = (a+ (=b))® = a® + 3a*(—b) + 3a(=b)* + (—=b)® = a® — 3a*b + 3ab® — b°.
(6) Vlen

a® +b* = a® + a®b — a®b — ab® + ab® + b* = a*(a + b) — ab(a + b) + b*(a + b)
= (a+b)(a® —ab+b?).

(7) Vlen

a® — b =a® — a®b + a®b — ab® + ab® — b = a*(a — b) + ab(a — b) + b*(a — b)
= (a —b)(a* + ab+ b?).
Vértetimi i identitetit (7) mund té béhet edhe pérmes identitetit (6), duke zévendésuar

b me —b. Vértetimi i identitetit (8) mund té béhet duke shfrytézuar identitetin
(1), duke zévendésuar a + b me a, kurse ¢ me b, ose né ményré té pavarur si vijon:

(a+b+c)’=(a+btc) (a+b+c)=-=a*+b*+c*+2(ab+ bec+ ca).
Vértetimi i identitetit (9) béhet né ményré té ngjashme si ai i identitetetit (8).
Vértetimi i identitetit (10) éshté mé kompleks dhe béhet pérmes induksionit matem-

atik dhe duke shfrytézuar identitetin né vijim, i cili njihet si identiteti ¢ Paskalit
(Blaise Pascal (1623-1662), matematikan dhe fizikan francez),

() ()= (1) wmran
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Me té vérteté

(k:i1> + (Z) = (k—1)!.g~i—k+1)! +I<:!(nnik:)!

B n! 1 1
BEHCEDE n—k+1+k>
n! n+1

(k=1 (n—k)! k(n—Fk+1)

B (n+1)! _(n+1
_k!-((n+1)—k)!_< k )

Vértetojmé identitetin (10). Pér n = 0 dhe a,b # 0, vlen

0!

“oo b

Kétu 0! = 1 (me pérkufizim, nuk mund té vértetohet), prandaj (8)
Ngjashém, pér n = 1 dhe a,b # 0, kemi

1
>~a1-bo—|—<1>'ao-blzl-a+1~b:a+b.

D.m.th. pohimi éshté i sakté pér n = 0, si dhe pér n = 1. Supozojmé se pohimi
éshté i sakté pér n, d.m.th.

Tregojmé se pohimi vlen edhe pér n 4+ 1, d.m.th.

n+1
(@)™ =>" (”Z 1) a" Rk,

k=0
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Me té vérteté

(a+b)"™ =(a+b)-(a+b)" = (hi)=(a+Db)- n (”) a"Fpk
k=

_ (™, 10 Y\ n-1;1 Y\ n—2;2
= (a+b) <<0>ab~l—<1>a b+<2>a b + -+
+< ! >a1b"—1+<”>a0b”>
n—1 n
_ (T n+130 Y\ ny1 Y\ ny1 N\ n-1;2 Y\ n-1;2 Y\ n-2;3
—<0>a b+<0>ab—|—<1>ab+<1>a b+<2>a b+<2>a b°+
+< n >a2bn—1+< n )albn+<n)a1bn+(n)a0bn+l
—1 n—1 n n
n+130 n n npl n n n—112
= ("0 e ((5)+ (0) e+ () + (3) )t
1
() + G (oo
n n+1
n+1 nt1p0 4 n+ npl n+1\ 10
<O>b(1>b+2ab++

1 1
+<”+ >a1bn+<”+ ) OB = (a4 byt
n n+1

o

+

D.m.th. pohimi vlen pér ¢do n € N. Nése né identitetin (10) né vend té b—sé
marrim —b, atéheré fitojmé identitetin

(a—b)" = (a+(=b)" = zn:(—n'f (") a" Rk,

k=0 &
Identiteti (11) vértetohet né ményré té ngjashme sikur ai (6). D.m.th.

a” —b" = (a" —a""'b) + (a" b —a" ) - — e+t
=a""Ya—b)+a"2b(a—b)+a"3b*(a —b) +---+b""!(a—)
=(a—b)(a" P +a" 2+ a" 3 - Fab" 2 F ).

Identiteti (10) njihet si formula e binomit, ose e Njutonit (Isaac Newton (1643—
1727), matematikan dhe fizikan anlgez). Réndésia e kétyre identiteteve éshté

shumé e madhe né matematiké dhe pérdorimi i tyre éshté shumé frekuentues.

Duke shfrytézuar identitetet (1) — (3), disa llogaritje béhen shumé té thjeshta.
P.sh.

1011% = (1000 4 11)% = 1000% + 2 - 1000 - 11 + 112 = 1000000 + 22000 + 121

= 1022121,

999% = (1000 — 1)? = 1000% — 2 - 1000 - 1 4 1% = 1000000 — 2000 + 1 = 998001,
9982 = (1000 — 2)? = 1000? — 2 - 1000 - 2 + 1% = 1000000 — 4000 + 4 = 996004,
7582 — 757 = (758 — 757)(758 + 757) = 1 - 1515 = 1515,

12392 — 12372 = (1239 — 1237) - (1239 + 1237) = 2 - 2476 = 4952.
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Trekéndéshi i Paskalit

Matematikani francez Blaise Pascal, ka gjetur njé tekniké pér t’i pércaktuar

koeficientét <Z> té zhvillimit binomial (a + b)" pér identitetin (10). P.sh.

n=0 (a+b)°= koeficientét 1

n=1 (a+b)'=1-a+1-b koeficientét 1 1

n= (a+b)?2=1-a%42a"-b" +1-b koeficientét 1 2 1
n=3 (a+b3=1-a>+3a* b'+3a*-v>+1-03 koeficientét 1 3 3 1

Tani, mund té ndértojmé trekéndéshin e Paskalit:

1

P.sh. nése na duhet zhvillimi binomial pér (a + b)*, atéheré nga rreshti i katért i
trekéndéshit té Paskalit i lexojmé koeficientét

1 4 6 4 1
kurse zhvillimi binomial merr formén
(a+b)* =1-a*+4-a®b+6-a*b* +4-ab®> +1-b* = a* +4-a3b+6-a®b* +4-ab® + b*.
Ngjashém

(a+0b)°=0ad°+5-a*b+10-a*b* 4 10 - a®b® + 5ab® + b°.
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Secili element, pérvec té parit dhe té fundit, né secilin rresht, pérveg té parit dhe
té dytit, éshté shumeé e dy elementeve fqinjé té rreshtit paraprak té trekéndéshit.
P.sh. 4 né rreshtin e katért éshté shumeé e 1 dhe 3 né rreshtin e treté; 6 = 3 + 3;
10 =4 + 6, etj.

Shembulli 2.11. Cka duhet t’ju shtojmé binomeve gé vijojné né ményré
qé trinomet e fituara té paraqgesin katroré té binomeve?

2
(a) m2+2x+..., (f) 22 +x+ ...
(b) X *QZCJr..., 1—4

D+ ...,

(¢) 2* —4ma + " 2

, o (h) z°=—zy+ ..,
(d) z"+z+ .., (i) 2+ + ..,
(e) %x2+4y2—|—,,,7 (]) 251’2+1—|—....

Eshté e qarté se né rastin (a) tri pikat duhet té zévendésohen me 1 dhe me até
rast fitojmé 2% +2x + 1= (z + 1)2. Né rastin (c) kemi:

2
1 1 1
2 2
2=+ (=) =(x+ )%
z° + x2—|—<2> (w—l—z)

Ngjashém zgjidhen rastet tjera.

Shembulli 2.12. Duke shfrytézuar identitetet themelore, béjmé faktorizimin
e binomeve

1, 1, (1N /1\° /1 1\/1 1
(a) i §b = <2a> - <3b> = <2a— 3b> (2(1—1- 3b>
(b) 144a* — 252°% = (12a)? — (52°)% = (12a — 52°)(12a + 52°)
(¢) a*—b*=(a®—b*)(a® +b?) = (a — b)(a + b)(a® + b?)
(d) (a+b)2—=c*=(a+b—c)la+b+c)
() 2> —1=2>-13=(z - 1)(2®>+ 2z +1)
(f) 23—271=2%-3>= (2 -3)(2*> +32+9)
(9) 12523 — 27y = (5z)° — (3y)® = (5x — 3y)(252° + 15xy + 9y?)
(h) 23 +8=23+2%=(z+2)(z? — 22 +4)

, 27 3\° 3 3 9
R e O CE G 23 )
(5) 1252° 4+ 27y% = (52)% + (3y)® = (5 + 3y)(252% — 152y + 9y?).

Problemi i faktorizimit né matematiké éshté mjaft i ndérlikuar e ndonjéheré edhe
duhet shtuar e zbritur ndonjé shprehje né ményré qé té zbatojmé identitetet e
shkruajtura mé larteé.

Shembulli 2.13. Té¢ zbérthejmé né prodhim polinomet gé vijojné:
(a) 42®+4x+1, (c) —2yz+y>+ 2%
(b) a®*+a+025 (d) a®—8a’c+16c>.
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Zgjidhje. (a) Eshté e qarté se 422 +4x4+1 = (22)%+2-22-1+1%2 = (2z+1)2.
Ngjashém marrim se

2 _ 12
(a) 4z —4dx+1=(2z—1)", () —2uz412+22=(y—2)?2=(z—y)?

(b)) a®*+a+0.25=(a+ %)2 (d) a® —8a*c+ 16¢* = (a — 4c)>.

Shembulli 2.14. T’i zbérthejmé né prodhim polinomet gé vijojné

27m3 — 108m?n + 144mn? — 64n> = (3m — 4n)3.

(a) a® — 6ab® + 12ab* — 8b® = (a® — 8b®) + (12ab? — 6a*b) = (a — 2b)(a’ + 2ab + 4b?)
(b) 2723 + 272y + 92y® + v* = (32)® + 3(32)%y + 3(3z)y* + v* = (3z +y)*
() 8x°—1222 +62—1=(2z—1)3

)

Shembulli 2.15. Duke shfrytézuar metoda té ndryshme t’i faktorizojmé
polinomet gé vijojné

(a) a®* —ab=a(a—b),

(b) 12a° + 18a® = 6a®(2a* + 3),

(¢) 2a"t* +6a™ = 2a"(a + 3),

(d) 9a®b* — 6a2b + 12a2b> = 3a>b(3ab — 3 + 4b?),

(e) blz—=3)+c(z—3)+3—z=bz—-3)+c(z—3)—(z—3)=(x—-3)(b+c—1),
(f) a®+4a®>+4a+16=a*(a+3)+4(a+4) = (a+3)(a+4),

(9) a® —a*b+2ab* — 2b° = a*(a — b) + 2b%*(a — b) = (a — b)(a® + 2b%),

(h) ax® +br® —br —ar+ca’ —cx=a*(a+b+c)—x(a+b+c)

=(a+b+c)(z? —z)=xz(a+b+c)(z—1).

Shembulli 2.16.

a) 2*—10c+9=0>-2-92+9=2(x—1)-9z—1)=(r—1)(x—9)

b) 2?4+ 7r4+10=2+22+52+10=a(z+2)+5(x+2) = (z+2)(z+5)
c) 2*—1lv+24=2>-32—-82+24=x(x—3)—8(x—3)=(z—3)(z—8)
d 2®4z-2=2-24+2r-2=x(z—-1)+20-1)=(z—1)(z+2)

Shembulli 2.17. Duke shfrytézuar metoda té ndryshme t’i faktorizojmé
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polinomet gé vijojné

() a*+4=2a"+42" +4— 42 = (2 +2)* — (22)* = (2® + 2 — 22)(2* + 2 + 22)
(b) o' +4y" =2t 42y + (20°)7 — 4a®y? = (2 + 20°)% — (22y)°

= (2% 4 2y — 229 (2 + 2y* + 227)
() 2* 4+ +l1=a+222+1 -2 =(@*+ 1) —2? = (2 +1 - 2)(2* + 1 +2)
(d) 2°+z+1=2°—2*+22+2+1=22@@>-1)+ (2> +2+1)

=22z - D)@ +r+ D)+ @2 +r+1) =@+ + 1) (@ (z—1)+1)

= (2 4z +1)(2® —2*+1)
(e) a®+at+1=08+22"+1 2= (2* +1)% — (2?)?

= (z* 4+ 1 -2 +1+27).
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Detyra né lidhje me faktorizimin e polinomeve

1. Té faktorizohen polinomet gé vijojné

(a) a*+2ab+b* — 2, (e) 2z —2y—2*+ 2zxy — o,

(b) 4 —p*+2pq — ¢, (f) m?+2mn+n?— 2?2 + 22y — 9%,
(c) 16m?* —92% + 12xy — 4y,  (g9) 4a®" —100a™,

(d) x? —2zy+y* -9, (h) 2% +a2*+1.

(@) (a+b—c)la+b+c), (e) (@—y)2-z+y),

0 2-p+a(2+p—0q), (f) (m+n—z+y)(m+n+z—y),

(¢) (4m —3x+2y)(4m + 3z —2y), (g9) 4a"(a"™ —5)(a" +5),

(d) (z—y—3)(z—y+3), (h) (' =22+ 1) (2? —z+1)(2®+z+1).

2. Vértetoni identitete e Diofantit

(a) (az+by)* + (ay — bx)* = (a® + b*)(z* + ¢°),
(b)  (az —by)® + (ay + bx)? = (a® + b*) (=2 + ),
(c) (az+by)®* — (ay + bz)* = (a® + b*)(z* — ¢°).

3. Vértetoni identitetet e Lagranzhit

(@) (2® +y*)(a® +b%) — (az +by)* = (bx — ay)?,

() (22 —y®+ 23 (a® +b* + ) — (ax + by + c2)* = (br + ay)® + (cy — b2)*+
+ (az — c2)?,

(6) (az—by)? + (ay + bo)? = (a + %) (a2 + ),

(d) (a—b)>+(b—c)*+(c—a)* =3(a—Db)(b—c)(c—a).

4. Tregoni se polinomi p(r) = 2% — 2% + 2% + 22 — 2 + 1 &shté pozitiv pér ¢do
z €R.
Udhézim. Tregonise p(z) = (z2—z+1)(z*+1) = ((ac - %)2 + %) (z*+1).
Tani éshté evidente se té dy faktorét jané pozitivé pér ¢cdo x € R.
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5. Tregoni se vlejné identitetet

(@)
(b)
()
(d)
()

(a+b+c)? =a®+b*+c* +2(ab+ be + ca),
a—b—c)?=a®+b*+c*+2(—ab+ bc — ca),

a+b+c+d)? =a*+b*+c*+d*+2(ab+ ac+ ad + be + bd + cd),

(
(
(a® + b)) (a* — a®b® + b*) — (a® — b*)(a® + ) = 20°,
(

syt +(@ty—2)+yt+z-2)+(z+2

6. Té faktorizohen polinomet gé vijojné

Rez.

(@) (z—1)(z+1)(z® +1)(a" +1),

1)(x+3)(x+5)(x+T7)+ 15,

—y)? =4(2% + 92 + 2.

() o'% —a® 42" -1,
(b) 4(ab+ cd)® — (a® +b* — * — d?)?,
() (z+y+z+ayz)? — (zy +yz+ 20 +1)%
(@) (2*+ 92+ 22 + %) +1,
(e) a®+a°+a*+2a®+a*+a+1,
(f) a* — 723y + 52%y? + 31ay® — 30y%,
(9) (2 + 4z +8)* + 3x(2* + 4da + 8) + 222,
(h) (2 +z+1)(2%+z+2) 12,
)
)

(«*
(
(z +
(

e+ 1)@+ +1) -1

(B) (—a+b+ctd)(a—btctd)x Y§g+%
x(atb—ct+dlatbte—d), z
© (@-D+Dy-Dy+1eE-1eE+1, " EY
(d) (2412 +1—2ay)(2® + 2 + 1+ 2ay), y;(xt?
7)) xz(x

(e) (a+1)2(a*+1)(a®> —a+1),

(x = 3y)(z — 5y) (= + 2y),
2)(x + 4)(z* + 5z + 8),

(x +2)(z* + 2 +5),

(z + 6)(z* + 8z + 10),

1) (x4 1)%

~— ~—
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2.5. Thjeshtimi i shprehjeve racionale algjebrike

Shprehje racionale algjebrike quhen té gjitha thyesat te té cilat edhe numéruesi
e edhe eméruesi jané polinome. Né bazé té késaj té gjitha polinomet jané shprehje
racionale. Po ashtu mbledhja, zbritja, shumézimi dhe pjesétimi i dy shprehjeve
racionale prap éshté shprehje racionale. Proces shumé i réndésishém né matem-
atiké éshté thjeshtimi i kétyre shprehjeve. Gjaté thjeshtimit duhet pasur kujdes

qé:

1. Eméruesi i thyesés nuk guxon té jeté zero pér asnjé vleré té ndryshores
(ndryshoreve),

2. Emeéruesi dhe numéruesi i thyesés duhet té faktorizohen e pastaj té thjeshto-
hen faktorét e njéjté.

Gjaté thjeshtimit duhet té merren parasysh rregullat dhe vetité e mbled-
hjes, zbritjes, shumézimit dhe té pjesétimit t€ thyesave, pastaj vetité fuqive, e
ndonjéheré edhe ato té rrénjéve.

Shembulli 2.18. T’i thjeshtojmé thyesat qé vijojné

dab

4 b 1 1 1
_ 2.2 222 & 4.1 = b£0
(a) 6a2b 6 a2 b 3 a-a 2°a 20 © 70,
7a%b 7 a® b 1 a b ab
b 2. 2.2 2_%
() 20ac 21 a ¢ 3 1 ¢ 3¢ a,c 70,
abd ab
%y
(r+2)2 alx+2)(x+2) x+2
d = = 0 2#0
(d) a2a2(ac+2) 2-a-a-(x+2) 2a a7 0.2+270,
d.m.th. a#0 dhe x# -2,
z(a + b) z(a+b) 1
— = Z 0 —b
() 2ax + 2bx  2x(a+0b) 2’ v#0,a7 b,
2b2 2b2 1
3ab*(z + y) 3t (zty) 0b£0.2 4y

(/) 45a2b3 (22 4 22y + y2)  3-15a2b3(z +y)2  15(z+vy)’
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1—a®> —(a?-1) —(a—1)(a+1)

= = = —(a+1 1
(g> a_l a_l a_]. (a+ )7 a’#?
22 —8r+16 (r—4)> x-—4
h = = , wFELYFO,
(h) Ty — 4y y(z —4) Y
-z zx—1)(z+1) =x-1
‘ = = 0 —1
Q 3+ 222 + 2 z(x +1)2 r+1 v# 0z -l
~ (a+b)?*—4 (a+b—2)(a+b+2) a+b-—2
U et ap+a 2(a+b+2) g 0 atbEL
a? -9 (a—3)(a+3) (a—3)(a+3) a—3
= = = -3,b#1
(k) ab+3b—a—-3 bla+3)—(a+3) (a+3)(b—-1) b-1’ a# =301,
(l) a?m _ anb2n _ an(a2n _ b2n) _ (an)2 _ (bn)z
a3n_2a2nbn+anb2n - an(a2n_2anbn+b2n) - (an_bn>2
(@™ —=b")(a™+b") a™+b"
— — 0.a" b
(am —bn)? an — b’ a7 0,a" # 0",
a?pm™ — pm (@ —1)(a"+1) a™—1
(m) a?nb™ 4 2anb™ + bm b (am + 1)2 am” +1’ 700" # -1,
(n) zt4+ 22 +1 (22 +1)% — 22

x4+ 322 4+223 + 22+ 1 :x4+x2—|—1+2x2+2x3+2x
(@ +l-2)(x* +1+2x)
- (2 4+z+1)?

2 —x+1

=2 "~ zeR, sepse z*+zx+1>0VzeR.
2 +zx+1

zlr — 3]+ 22 -9
213 — 322 — 91
Zgjidhje. Né shprehjet ku paraqitet vlera absolute, sé pari duhet té lirohemi
nga vlera absolute. Meqé binomi x — 3 e ndérron shenjén né pikén = = 3,
prandaj dallojmé dy raste:

1. Nése x <3, dm.th. z € (—o0,3] dhe
2. Nése z >3, dm.th. z € (3,00).

Shembulli 2.19. Té thjeshtojmeé thyesén

Kétu duhet patjetér t’i izolojmé pikat né té cilat eméruesi béhet zero. Prandaj,
nga 23 — 3722 — 92 # 0 marrim se x(22% — 3x — 9) # 0, respektivisht x # 0
dhe 22% — 32 —9#0. Tani,

202 — 3z —9=22% —6x+ 3z —9=2x(x —3)+3(x—3) = (z—3)(2x +3) #0,
dm.th. z#3 dhe z # —%. Tani shqyrtojmé rastet:

1. Pér z € (—o0,3]\ {-2,0,3} kemi: #—3 >0, prandaj |z—3| = —(z—3).
Tani thyesa merr formén
alr =3[ +2° -9  —z(@-3)+(@-3)(z+3) (v-3)(-z+2+3)
223 — 322 — 9x z(z —3)(2x + 3)  z(z-3)(2z+3)
3

3
(22 +3)’ 3:75—570,3.




60 Matematika elementare Ramadan Limani

2. Pér z € (3,00) kemi: x—3 >0, prandaj |z — 3] =x — 3. Tani thyesa
merr formén
zle —3|+22-9 x(x—3)+ (z—3)(z+3) (x —3)(2x + 3) 1 S>3
= = = —. .
223 — 322 — 9x z(x — 3)(2x + 3) z(x —3)2x +3) a’

D.m.th.
3

- a _3
x|x—3|+x2—9: 21 3) nése v # —3,0,3
1

223 — 322 — 9z .
, nése x > 3.
x

Né praktiké veprojmé mé shpejt; sé pari i gjejmé pikat né té cilat vlerat absolute
dhe eméruesi anulohen, e pastaj nga ato i formojmé intervalet né R né té cilat
shprehja racionale éshté e pérkufizuar (ekziston).

22 —4— |z — 2|
23 + 212 —5r — 6

Zgjidhje. Sé pari |xr —2| =0 atéheré dhe vetém atéheré, nése x = 2. Tani

Shembulli 2.20. Té thjeshtojmé thyesén

234 22% — b —6 =2 - 222 +42° — 8z +3x — 6 = 2% (x — 2) + 4a(x — 2) + 3(z — 2)
=(r—2)(z* +4x+3) = (v — 2)(2* + 2+ 32+ 3)
=(x-2)(z(z+1)+3x+1)=(x—2)(x+1)(z+3),

qé dm.th. 2%+ 22?2 — 52— 6 = (z — 2)(x + 1)(z + 3) # 0 atéheré dhe vetém

atéheré, nése x # —3,—1,2.

Tani dallojmé rastet
1. Nése z € (—00,2)\{-3,-1}, -2 <0, prandaj |z —2| = —(z — 2).

Tani thyesa merr formén

2 —4—|z-2  (z-2)(z+2)+ (z—2) (x —2)(x +3) 1

234222 -50—-6  (z—2)(z+D(x+3) (z-2)(z+1)(z+3) x+1

2. Nése z € (2,00), x —2 >0, prandaj |r —2|=2x —2. Tani thyesa merr
formén

2?2 —4— |z — 2| :(x—2)(x—|—2)—($—2): (x —2)(x+1)
x3 + 222 — 5 — 6 (x —=2)(x+1)(x+3) (x —2)(x+1)(x +3)
1
T r+3

Prandaj, mund té shkruajmé se

1 ..
(E2_4_ |x_2‘ B IZ‘+1’ nese r € (_0072)\{_37_1}7
23 4+222 —5x—6 1

——, neése x > 2
x4+ 3



Polinomet dhe shprehjet racioanle algjebrike 61

22— 1+ |z +1]
z[(x—2)

Zgjidhje. Sépari |z|(x—2) #0, d.m.th. 2 # 0 dhe = # 2. Pastaj |z+1| =
0 atéheré dhe vetém atéheré, nése = = —1. D.m.th. bashkésia e numrave real
R me ndihmén e kétyre pikave ndahet né kéto intervale (—oc,—1),(—1,0),(0,2)
dhe (2,00). Kéto dy intervalet e fundit mund té paragiten edhe né njé, né até
(0,00)\ {2}. Késhtu, kemi kéto raste:

Shembulli 2.21. Té€ thjeshtojmé thyesén

1. Pér z € (—oo,—1), # <0 dhe z+1 < 0, prandaj |z|] = —z dhe
|r +1| = —(x 4+ 1). Thyesa e merr formeén:

2 —1+z+1] _@-DE+1)—(z+1) (x+1)(z—2) __atl

|z|(x — 2) —z(x — 2) x(x —2) x

2. Pér z € (-1,0), 2 <0 dhe z+1 >0, prandaj |z|] = —x dhe
|x + 1| = x + 1. Thyesa e merr formén:

2 —1+z+1 (z—-1D(=+1)+(z+1) (r+1)x x+1

lz|(x —2) —z(z — 2) o(x—2) x-2

3. Pér z € (0,0)\{2}, >0 dhe z+1 >0, prandaj |z| = = dhe
|x + 1| =2+ 1. Thyesa e merr formén:

?—1+lp+1] _ (@-NE+h+@+1) (@+h@@-2) z+1
|z|(x — 2) x(z —2) z(x —2) r

D.m.th. kéto tri raste mund t’i shkruajmeé si vijon

1
Tt , nése z € (—oo,—1)
x
2 =1+ |z +1] r+1
P2 ) -2 nése z € (—1,0)
1
TS e a € (0,00)\{2)
x
1
- —%, nése z € (—1,0)
z+1

-sgnx, nése x € (—oo,—1)U(0,00)\ {2}.

Shembulli 2.22. Vértetoni identitetin

(a+1)*+a+1  a+2
a* — (a2 4+ 2a +2)2 4 7

a# —1.
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Zgjidhje. Vlen

(a+1D)*+a+1 (a+1)((a+1)3+1)
a* — (a2 +2a+2)2 (a2 — (a2 +2a+2))(a® + a? + 2a +2)
C(a+D((e+1)+1)((a+1)> = (a+1)+1)
—2(a+1)2(a®2 +a+1)
(a+1)(a+2)(a*+a+1)  a+2

4(a+1)(a®> +a+1) 4

Por ky identitet vlen vetém pér a # —1.
Shembulli 2.23. Té thjeshtojmé thyesén

(@®+a+1)?—(a—1)*
(@2 —a+1)2—(a+1)2

a?+a+1)—(a—1)((a®>+a+1)+ (a—1))

((a? 1)

(6> —a+1)—(a+1)((a* —a+1)+ (a+1))
_(a®+ )(a +2a) ala+2) a+2
( (a

= 2,0.
2) a_27 a’# Y

a? —2a)(a2 +2) ala

Si né teoriné e numrave, edhe né teoriné e polinomeve pérkufizohen shuméfishi
mé i vogél i pérbashkét, qé shkurtemisht shkruajmé (shmvp) dhe pjesétuesi mé i
madh i pérbashkét (pmp). Shmvp té dy apo mé tepér polinomeve quajmé poli-
nomin e shkallés mé té vogél i cili plotépjesétohet me ato polinome. Pmp té dy
apo mé tepér polinomeve quajmé polinomin e shkallés mé té madhe me té cilin
plotépjesétohen ato polinome.

Shembulli 2.24. Shmvp i polinomeve 4z(x —2)3 dhe 6z%y(z —2)? éshté
1222y(x — 2)3, ndérsa pmp éshté 2zy(z — 2)2.
Prandaj, pér té gjetur shmvp (pmp) té dy apo mé shumé polinomeve, sé pari

i faktorizojmé polinomet e pastaj i marrim fuqgité me tregues mé té larté.

Shembulli 2.25. T’i gjejmé shmvp dhe pmp pér polinomet gé vijojné

a) shmvp (a® — 2a,a” 4 2a) = shmvp (a(a — 2),a(a + 2)) = a(a — 2)(a + 2),
pmp (a® — 2a,a® + 2a) = pmp (a(a — 2),a(a +2)) = a
shmvp (a? 4 2ab + b2, a® — b?) = shmvp ((a + b)?, (a — b)(a + b)) = (a + b)*(a — b)
d) pmp (a® + 2ab+ b%,a* — b*) = pmp ((a + b)?, (a — b)(a + b)) = a + b,
e) shmvp (4 — 2%,z — 2,22% — 82 + 8) = shmvp (—(z — 2)(z + 2), 7 — 2,2(x — 2)?)
= o - 2%+ 2),
(f) pmp (4 — 2%z —2,22% — 8 + 8) = pmp (—(x — 2)(x + 2),z — 2,2(z — 2)?)
=—(x—2).

—~ o~ o~~~
)
~ =

Né vazhdim do t’i zgjidhim disa shembuj né lidhje me thjeshtimin e shprehjeve
té ndryshme algjebrike. Kjo pjesé luan rol gendror né matematiké dhe konsidero-
het se nése lexuesi e pérvetéson kété pjesé né masén mé té madhe, atéheré ai
nuk mund té keté véshtirési serioze né analizé, algjebér apo gjeometri analitike.
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Prandaj rekomandohet qé késaj pjese t’i kushtohet kujdes i veganté. Kjo ndodh
késhtu, sepse shumica operacioneve matematike, pas njé numri té kufizuar hapash,
problemi kthehet né thjeshtimin e njé shprehje algjebrike.

Shembulli 2.26. T’i thjeshtojmé disa shprehje racionale algjebrike

1 1 a®+b* 20 +3a—2(a*+b?)  a(3-2a) 3—2a

@ Gt G T 12ab? = har o “PEO
a b a+b a b a+b
(®) ab—b2+a2—ab_ ab __b(a—b)+a(a—b)_ ab
_—a?+ b —(a+b)(a—b)  —a?+b*—a®+b*  —2(a®-b?)
B ab(a — b) B ab(a — b) ~ ab(a—b)
—2(a —b)(a +b) a+b
= =-2 b ; b
ab(a _ b) ab ) a/’ # 0, a # )
160 —2%2 3+2x 2-3x (16 — x) 3+2r 2-3w
(© yirie 2% S
x? —4 2—x zr+2  (z—-2)(z+2) x-2 r+2
16z —a® — (3+22)(x +2) — (2 - 3x)(z —2)
N (x —2)(z +2)
16z —a® — (6 + T + 227%) — (—4 + 8z — 3a?)
N (x —2)(z +2)
T —2 1
“@-9@ty stz TEE
@ 2o 2 L1
22—z 1-22 2242 2@-1) (x-D+1) =z(z+1)
r+1-2x+x—-1 0

z(z—1)(z+1) _$(:U—1)(:p+1):0’ x # £1,0,

() 1 3 n 3 2a — 1
e — a—
a+1 a3+1 a2—a+1 a+1

- <a<1F1 B (a+1)(a§a+1) +a23a+1) ‘ <a(a+1;1§2a—1)>

a?>—a+1-3+3a+1) a*—a+1
(a+1)(a®>—a+1) a+1
a?+2a+1 1 (a+1)2 1

— = . = 1, a ;é —1.
a+1 a+1 a+1l a+1
Shembulli 2.27. Té thjeshtojmé shprehjen
1 1 2 4 8 16

P = .
() 1—x+1+x+1+x2+1+x4+1+m8+1—|—x16

Pastaj do té pérgjithésojmé rezultatin e fituar.
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Zgjidhje.
P()1+1+2+4+8+16
x) =

1—2 142 1422 1+42* 1428 14216
_1+x—|—1—x++ 2 N 4 n 8 . 16
(1 —-2)(1+2) 1+22 1+2¢ 1+28 14216
2 Ly 2 N 4 n 8 n 16
11— a2 1+22 1+2* 1+28 1+216
B 2 . 4 . 8 n 16
(I1—22)(1422) 1+2z* 1428 1+216
_ 1 2 . 8 i 16
o (I—2H(A 42t 1428 14216
_s 2 Ly 16
(1 —a8) (1 +a8) 1+ 216
=16 2
B (1 —216)(1 4 «16)
32 2°
T2 1 g z7*l
Pérgjithésimi:
1 1 2 4 2n—1
P(r) = s
@ = e i T1ee T iaa T T T
2n
:w, x%:l:l, ’I’LZO,I,Q,....

Shembulli 2.28. Tregoni se

45— 64 z? 422(20 — 1)
44245 4-24 % 1—22

x 2 T 2

1
pér ¢do z € R\ {O, 2}.

Zgjidhje. Pér ¢do =z # 0, % vlen

6
=45 — 64 z? 422 (22 — 1) =Gz z? 4 oag?
. — f— . x€X
4+24+ L 424 1 1—2x 4o’ iortl  deP-Zoil

_ (1= (22)°)(1 + (22)°) 2
(422 420+ 1)(4a2 — 22+ 1) e

(1 —22)(1 + 2z + 422)(1 + 22)(1 — 22 + 42?%) ap? =1
= xz* = 1.
(422 4+ 2z + 1)(42%2 — 22 4+ 1)
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Shembulli 2.29. Té thjeshtojmé shprehjen

Pla)= (1 _922119& T 9743 — 9a12 —Ba+1 27a31+ 1) (274" ~184% + 3a)
. ((?“2 ;La; G 1);(?& gy (e + (0" 30+ 1)> -3a(3a — 1)?
= (a1~ Gt 4 D) Satsa 17
_ 9a? + 1(;19_(121)—2 3a—1 3a(3a — 1)
=9d%, |a| # %

Né vazhdim t’i marrim disa shembuj ku paraqitet vlera absolute.

1
Shembulli 2.30. Té thjeshtojmé shprehjen P(x) = ] + |z —2|.
x
Zgjidhje. Sé pari |z + 2| # 0, prandaj x # —2, ndérsa |z —2| =0 nése
x = 2. Tani dallojmé raste:

1. Nése z € (—00,—-2), z+2 <0 dhe x—2 <0, prandaj |z+2| = —(r+2)
dhe |z —2|=—(z—2). Tani

1 —-1—a2*+4 3—2?
——(z—-2) = = :
—(z+2) x+2 x+2

P(z) =
2. Nése z € (—2,2), ©4+2>0 dhe x—2<0, prandaj |z +2|=x+2
dhe |z —2|=—(x—2). Tani

1 1—22+4 —x?
C(r—2) = e+ :5 z”
T+ 2 T+ 2

3. Nése z€[2,00), +2>0 dhe —2>0, prandaj |[z+2| =x+2 dhe
|r —2| =2 —2. Tani

r+2  x42°

1 2_1—|—x2—4 z? —3

51 1
Shembulli 2.31. Té thieshtojmé shprehjen P(x) = 12 2'1‘”” 3
2+
Sé pari 23 + 2 = x(2%2 + 1) # 0 atéheré dhe vetém atéheré, nése x # 0,
sepse 72 +1>0 pér¢do x € R, ndérsa |23 —1| =0, respektivisht |z+ 1] =0
atéheré dhe vetém atéheré, nése x = 1, respektivisht = = —1. Tani dallojmé
rastet:
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1. Pér z € (—o0,—1), 23—1<0, 2+1<0, prandaj |23 —1| = —(a3—1),
dhe |z+1|=—(xz+1). Tani

2?4+ 1—z—1 —z(@®+1)

r(z2+1) z(22+1) =k

Pr) =
2. Pér z € [-1,1)\ {0}, 2>~1<0, z+1 >0, prandaj |23 —1| = —(23-1),
dhe |z + 1| =z +1. Tani

—23+1+z+1  —2d+ax+2)
r(x2+1) z(22+1)

P(x) =

3. Pér x €[1,00), 2> ~1>0, z+1>0, prandaj |2° —1| =231, dhe
|t +1| =2+ 1. Tani

e —1+z+1  x(@?4+1)

P(x) = = =1
(z) x(z? 4+ 1) z(z?2 4+ 1)
Prandaj mund té shkruajmeé
-1, nése z € (—oo,—1)
2° 1+ |e+1 ) 2P 4a42)
m2 +z - m, nese x € [—1, ].)\ {0}

1, nése z € [1,00).

2’ 42 +2)

_ @) nése z € [—1,1)\ {0}

sgn ., nése x € (—oo,—1)U|[1,00).
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Detyra né lidhje me thjeshtimin e shprehjeve
1. Thjeshtoni shprehjet qé vijojné

1 9z + 3 2 a?—a—6 a-—1
6r+3 Sa2—2 21
5% Jr —1 5 4 — 3y?
$2—6$+9_$2—97 (d) 2y2—|—6y_y2—9

(a)
(b)

50x

22+ y? z? y? 6z+5 3(2r—1)
— + —
—xy x+5 r—>5

x2 —25’

at+1l 2 2
- +

a’?+ab+b>  a®—ab+b? 2a2b
a+b + a—>b a2 —p2’
g T @) | (@ =) )
a2b? b2(a2 _ b2) a2(a2 _ b2) ?
a? — bx 3b—a a+ 2z
az —ab+bx —ar 2a—2b+ 3a — 3z’

2x 322 + 22 +1 T+ 1
r—1  a3—1 224+z+1
3022 8 152 +5
9x3—x+6$—2_9$2+6:ﬁ—|—1’

1 1 2
:L’2+1O:C+25+x2—10x+25+x2—25’
4a®> +9a+5 1-2a 6

a3 —1 S a2+a+l l1-—a

T 3r—1 20+ 1
r—1 x-2 —1_362—3384-27
r—5 x+3 16
:U—3+$—|—5+x2—2x—15’
r—1 x-7 12
a:+1_x+7+:c2+8x+7'

a+2 a2—-4 a-2° a? a?—a a3 —a?
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6.

10.

11.

(a)
(b)

143z +

T 222 + 2zy dxy
2t —y | 2xy+ 3y 4x2 + 4wy — 3%
3—2x 3+2z 1522
2-3r 2+3x  4- 922

92 1 6x
143z 1—3z 922-1’
3 — 15z 10(522 + 2x)

5%

T + 5x?

a’® + ax

1 — 10z + 2522 1 — 2522

a—x 2x 3

a’x — x3

ar +22 a?2—22 a4z’

17x — 25a

1

a—1

3r—3a 2 —a?

a1’
a? —ab a?b+ ab?

5 a— 3x 1
+

2¢ 4+ 2a 622 —6a2’

z+1
2-1 a ’
3x — 3y 2% — g2

a’?—a 3a?

()

xt—1 a

a2 +fab

(d)

ab 2r + 2y 22 —2xy+y?

2a% +2

dta B+altr+l (z-1)2
> +y? —22+2xy a+b-—c

b2 —a? — 2 + 2ac
x4+ 222 —x—2

x+y—2z’
a’>+a T —2

(a) <2 + m2"n>

o (35

.<1_
)G @ ()

a+1 23222 2 4+2 z+2




Polinomet dhe shprehjet racioanle algjebrike

69

12.
1 1 1
@ (i) (e we):
z
o (1-%5): (5 ).
() 20 + 1 20— 1 ) 4x
9\ —1 2+1) 6z+3
ar + a 1 3z
d :
(@) z2—z+1 (:L"—I—l—kwi”jtl)7
(e 2 -2 -3 Lo 2522 — 110z + 121
e _— =z : .
x—4 2 —2x —8
13.
2a+b 2a—b 1
(CL) 2a—b  2a+b (C) 1+a+ﬂ
4a24+b2  4a2-b2’ 1+ 1 ’
4a2%—b2 4a2+0b2 1—a?
822 —2ad2%z +1—7
(0) (20— ) (40 - 2e2e™) (d) —Hlx S
11_2x+a 1-3 1-=
(@ r+a?+ad -4
1 1 1 1
sttt
14.
2
(a) _ + Y ) ;
yvY4+rzy x+y 22+4ay Yy T
) % — 1y 222 1 y—1 'y
2y+y3 Y3 —wy? a2y — a3 x z?
(©) a n a 4a a—4
c :
6—3a a+2 a%z2-4 a—2’
@ (2= 1_1_1 N !
ry \z y)) \ wxy Ty
15.

@—a2—a+1 \a2—-2a+1 1-a a+1 a+1

a® + b? b2 a 2b
(b) <2a—|— b >'<a+a+2b>_b (b+1+ )

2 a—2 2 4
3a+6 2a®>+4a 3a?+12a+12 3a(a+ 2)?

4a® — 1 < a 1 a 2

)
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16.
(a) +6x—12 1 n 2a
a z -
2¢ — 4 222 +6x —axr —3a  a? —4z2’
T 2 3z + 22
b - (1
(®) ar —2a?  z?+x —2ar — 2a <+ 3!:—1—3)7
© <x+y_:cy>:<xy+x+y>’
r—y T4y Tty T—yY
3z T 2zy 4y
d — :
(@) (m+y+x—y x2—4y2> z? —y?’
2 4 2 4y -2
(e) <2$ +2y2_ y2):<1_:r2y2>‘
2+ 2zxy 4 —4y xy — 2y T — 4y
(@) LN SRS ' 1+b2+02—a2
a b+c) \a b+ec ' 2bc ’
| 1 1 —y)?+4
(0) LD P (LA M—yw
Yy Y y x 1+ 2
(© a’+a—2 (a+2)%—a? 3
c . — .
a"tl — 3an 4a% — 4 a?—a
18.
(a) z—2 +(z—|—4)2—12_ 1 224222422 +4
6z + (2 — 2)? 23 -8 z2—2) 23-222422-4’
) 3 3a’+3a+3 a*—a\ a—ad?
a—1 a2 —1 Tad+1 3 7
© m 8c3 L_m m + 2c m
c — )
m3 —8c3  2c—m 2¢ m + 2c
19.

2 2
1_3x+y 1 T +y : 1+L ,
T —y T+ 2y 2 — 42

2 om ) 2m2 + 2m 4

—m  1-m2 m3—1 m—1’

(
(

©) <a11 _a3il +a2?:z+1) ‘ (a_ 2;*_11)’
(

242 + 3a 3a + 2 4a—1> 2a + 3

12+120a+9 2043 2a-1) 2a—3
3(3—a) 4 6 2(5 — a)
a? —1 a+1 a2+2a+1 ad34+a2—a—1
1 1-m ) 1—-2m 4dm + 2 1
<2+4m_8m3+1'4m2—2m+1)'2m—1_ 1 —4m +4m?’
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20.
3 3x 2 + zy + > 20 +y 3
(a) T3 3 -2 2 )" ;
rT—y -y z+y 4+ 2zy +vy z+y
) 3r —6 3 n 3x 2?2 + 22+ 4 242
x4+ 2 x—2 x3-8 x4+ 2 Cx2+4x 4+ 47

© 3r+6 N 222 — x — 10 5 N 3 3

c : — .
203 + 222 + 22 +2 223 — 222 + 22— 2 224+1 2242 22-2

21.

1 1 1 1
z(r +1) + (x+1)(z+2) * (x +2)(z+3) * (x—|—3)(x+4)+

1
T Et)@rs)
rt— (-1 22— (22-1)?2 2% (x-1)2-1

(®) (2 4+1)—22 22(x+1)2-1 a*—(z+1)2°
(© 9 — 22 _$2—(2$—3)2+4ZL‘2—(1‘—3)2
(2x +3)2 — 22 422 — (z + 3)2 9(z2 1)
() <a4—a2+2a—1_ (a®> —1)? — a? >:a2—2a
(a®> +1)%2 — a? a*+2a3+a% -1 a’d—1"’
() |x2—1]+x2_\x—1\
222 — 1 r—1"
(p oL _m ok
x2—1 22 -=2z|+1
2
22,
1 1 1
S P s (e s S P Yoy
2 2 2

x y z

xz—a:y—xz—yz+y2—$y+xz—yz+ (z—z)(z —y)
a? —be N b? — ac n c? —be

(a+b)(a+ec) (b+e)a+b) (c+a)(c+b)

(b)

)

()

23. Tregoni se vlera e shprehjes

41 4
a+ 571 a+3  blabeta+c)
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nuk varet nga vlerat e a,b,c, si dhe caktoni vlerat e kétyre ndryshoreve pér
té cilat ekziston vlera e shprehjes.

24. Tregoni se vlera e shprehjes

1l —2 222 2
<x2+2$ x ):<H1w+x+>7
T 3r+1

éshté numeér i ploté pér ¢do x € Z.
Udhézim. Tregoni se vlera e shprehjes éshté e formés kx pér ndonjé k € Z.
25. Eshté dhéné shprehja

4
621501+ (30924 3 ).
a+1 a+1

Tregoni se vlera e késaj shprehje éshté numeér tek pér ¢do a € Z\ {—1}.

Udhézim. Tregoni se vlera e shprehjes éshté e formés 2ka £ 1 pér ndonjé
ke Z.

26. Tregoni se vlera e shprehjes

1 272

” a“b ab
1

=t

:(a+b)273ab'a27b2

|
u"—‘

éshté pozitive nése a dhe b jané me shenja té kundérta, ndérsa negative
nése nése a dhe b jané me shenja té njéjta dhe a #0# b dhe |a|] #b.

26. Caktoni kushtet nén té cilat vlejné identitetet

1 1 1 B
S o Fs R v g R poap | ey e

22 Y2 52
S ) e I P 7 A R e By

b—c c—a a—b 2 2 2
(c) (a—b)(a—c)+(b—c)(b—a)+(c—a)(c—b):a—b+b—c+c—a
(d) ab . be . ac _1

(c—a)(c=b) (a=b)la—c) (b—c)(b—a)

27. Té thjeshtohen shprehjet qé vijojné

(@) G+ -CG-3 G+d) -E-)
(a+b)2—(a—0)2 = (a®+b%)? — (a® —1b?)?
oo 1 11 2 (1 1
() % ((a—kb)z'<a2+b2>+(a+b)3 <a+b
SYEETAN STy YU CRFLTETY
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28. Nése a+ b+ c =0, atéheré tregoni se vlejné identitetet

(a) a®+b*+c® = 3abe,

b b b
() a n n c _ +c+c+a+a o) =3
b+c c+a a-+bd a b

a? b? c?
(c) a2 —(b—c)? + b2 — (a —c)? * c? — (a —b)?
a?(a? — 2bc b2 (b? — 2ac (c® — 2ab
(d) a‘l(—(b—c)1 b4(—(a—c)2‘JFC‘l(—(CL—b)21

)

+
c
3
4
3
3
29. Caktoni parametrin real m né ményré qé vlera e shprehjes

23 —ma? —3(3-m)r -1

(m—8)x3 4 3(10 —m)z? — 18z + 8 —m

té jeté konstante pér cdo x € R.

1
30. Nése — + 3 + — =0, atéheré tregoni se vlejné identitetet:
a c

b+c c4+a a—+b
(a) t—t =

(b)

-3,

a n b n c :_a3+b3+c3'
b+c c¢c+a a-+b abe

Rezultatet:

z+1
%) Sz =1y
0,y # £3).
a

2 () —Lay #0040 () —S (0t %), (€ (£ )
(a# 1,0 #0).

2a2 1la + x

3. () Lp(ab# 000 () Llab#Oa kb (o gl

b,z # a).

4. (a) 2,(z #y); (b)

%,(a# 1).

2z 2x + 6 12

Sa A2 () S @A) () (@A L),

202 + 255 — 3 o Bly— 15
-3 ra) T E @

1
T F# ig); (b)

a—1

a?

2
gy (@ 7 9)

(e £ B £ 0) (0

5. (a)

2y(y* - 9)

(Y #

(d)

(a #

(d)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19.

5% 2
+-).
55, & F*3)

(a) (22 —y 0,20 4+3y £ 0); (b)

1. 2(1 — 5z)
() 62, (0 £ %5); (b) o

6

() ——. (£ 0a A% () ——

($#Ox#j:)

, (x # +a).

3a?

() (a2 £D; () a=bi(ab#0.a b (o) —r.

a -1

(e £ ),

(z # pml,a #0);

T+Y+z B
e () a (@Al e AL 1),

T m# n) (b))~ (aE 2w ) () D (2 £ 0,07 gz #

(a#£1,b# —1).

() T # 0m # 0,m £ ) () 2 (£ 51 <>2i
x+2 )

m+1n l+z
0,0 # %) (d) a,(x#%1); (o) ¢ — 7. (w#4x# 954

[z #£L,a #0); (b)

(w#

a’® + b?
(a) 2 2;b (a#0%£bb+42a); (b) (22 4a)?2z —a); (©) 1+a,(a+

tla# V2 (d) o, (x#—1); () 2", (x#0).

@) e A0 £ mr £ =) (1) T £ 0 £y £ -9k (O
2a . _x—|—y

m7(|a|#27a7§4)’ () y +z 2>(377é07éy)

() 2L (ol £ 1) () —a(a£0#D) () oo (ak 0.0 -2)

(a) a+2 (T # 2, 907&3|x]¢9)- (b) 2,@7&—3,3:7&_1,35752@,@#0);

© sy @ £ 0 A el £ ) (@ o llal £y £ 05 (o) T @ A

O#y,lml#zy)

) Gy (@he £ 0D —eF bea () oo (o £ 0 £ b # )

@ 252 a#0lal#1,0#9)

1 1 m
(@) =5, (lel #2); (b) ——7,(lal # 1) (¢) 5 —.(c#0,|m|#2).

2(x — 2y) . 4m m m (e
@ = A el £ 2 () T m A O £ D (O

L(a# 1 (@) L(al#2): ()~ (al £ 1) () 0,(ml #3).
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20.

21.

22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.
29.

(a) xgy,(!x\#y); (b) 9, (x| # 2,2 #1); (c) x;Q,(\x#z,,x‘#l),
5)
(a) m,(z#O;—l;—Q;—B;—él;—S); (b) 1; (¢) 1,(|Jz|] # 1); (d)
2a — 2
aa_Q,(a¢o,a¢2,a¢1).
(e) Vlen
2, pér z € (—oo,—1]
22 =1 +2°  |o—1] 22 11
222-1  x-1 233273;_1’ pérxe(—l,l)\{—272}
0, pér z € (1,00).
(f) Vlen
2 2
|x|—1_ x® — |x| T +1(x7éi1).

2 —1 x2—2|x\+1: 2 -1’

(8) 0,(a#bzcta); () L@Ay#z#a) (0) 0,(a # —bb# ),
4.
3r — 2.

2a + 3.
e
(a+0)*
Pér rastet (a) dhe (b) duhet té vlejé = # y # z # z;x,y,2 # 0. Ngjashém
pér rastet (c) dhe (d) duhet té vlejé a # b # ¢ # a.
(a) a®b? (b) 1; () 4.

m € {5,6}.
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Kapitulli III

Sistemet e ekuacioneve dhe inekuacioneve lineare

3.1. Ekuacionet lineare me njé té panjohur

Pérkufizim 3.1.1. Cdo ekuacion i formés a-x = b, apo qé mund té transformohet
né kété formé, ku a,b € R, ndérsa x éshté e panjohura, quhet ekuacion linear
me njé té panjohur.

1
Lexuesi nuk e ka véshiré té konstatojé se ekuacionet 3x = —8z + 5, a ; -
20 —3 1

x7 =3 V2x —3 =2z +6 jané ekuacione lineare, ndérsa ekuacionet 2 —

3r+4=0, 7 — 20 = 3, etj. nuk jané lineare.

Pérkufizim 3.1.2. (do parametér real « i tillé qé kur x—in e zévendésojmé
me « ekuacioni shndérrohet né formulé té sakté, quhet zgjidhje e ekuacionit.

Neé vazhdim me B do té shénojmé bashkésiné e zgjidhjeve té njé ekuacioni,
sistemi té ekuacioneve, inekuacioni apo sistemi té inekuacioneve. Atéheré

B={alaeR V(ax=0b) =T}, (1)

ku V(F) shénon vlerén e saktésisé té formulés F.

Nése B ka njé element, atéheré themi se ekuacioni éshté i zgjidhshém dhe i
caktuar; nése B ka mé shumé se njé element, atéheré themi se ekuacioni éshté
i zgjidhshém dhe i pacaktuar dhe nése B = (), atéheré themi se ekuacioni éshté
i pamundur. Prandaj ekuacioni a-x = b éshté i zgjidhshém dhe i caktuar nése
a # 0; izgjidhshém dhe i pacaktuar nése a = b =0 dhe i pamundur nése a =0,
por b # 0.

Pér dy ekuacione themi se jané ekuivalente nése bashkeésité e zgjidhjeve i kané
té barabarta. Prandaj bashkésia e zgjidhjeve e njé ekuacioni nuk ndérron nése:

1. Dy anét e tij i ndérrojné vendet,

2. Té dy anéve té ekuacionit u shtojmé ose u zbresim shprehje té njéjta
algjebrike té shumézuara me ndonjé shprehje té njéjte,

3. Té dy anét e ekuacionit i shumézojmé ose pjesétojmé me njé numér (sh-
prehje) té ndryshém nga zero.
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Shembulli 3.1. Té zgjidhet ekuacioni |z — 1|+ |z — 3| = 10.
Zgjidhje. Sé pari lirohemi nga vlera absolute.

1. Pér z € (—o0,1], —1<0 dhe -3 <0, prandaj [z—1|=—(z—1) =
—x+1 dhe |z—3|=—(r—3)=—x+3. Zévendésojmé né ekuacion dhe do té
marrim —z + 1 —x 4+ 3 = 10, prej nga kemi se x = —3. Meqé —3 € (—o0, 1],
pérfundojmé se —3 &éshté zgjidhje e ekuacionit. Shénojmé me B; = {—3}.

2. Pér z€(1,3], xt—1>0 dhe 2—3 <0, prandaj |z —1] =z —1
dhe |z —3|=—(z—3) = —z+ 3. Zévendésojmé né ekuacion dhe do té marrim
x—1—x+3 =10, respektivisht 2 =10. Meqé kjo éshté njé formulé e pasakté,
pérfundojmé se By = 0.

3. Pér € (3,00), ©—1>0 dhe £ —3>0, prandaj |z —1| =2 —1 dhe
|x — 3| =z — 3. Zévendésojmé né ekuacion dhe do té marrim = —1+ 2z —3 = 10,
prej nga kemi se x = 7. Meqé 7 € (3,00), pérfundojmé se 7 éshté zgjidhje

3

e ekuacionit. Shénojmé me Bz = {7}. Tani B = Y B; = {-3,7}. D.m.th.
1=

ekuacioni i dhéné i ka dy zgjidhje.

Shembulli 3.2. Té zgjidhet dhe té diskutohet bashkésia e zgjidhjeve e
ekuacionit m?x +4 = m(x +4) pér vlera té ndryshme té parametrit real m.

Zgjidhje. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin (m? — m)z =

4(m — 1). Tani dallojmé rastet:

1. Nése m? —m #0, d.m.th. 0# m # 1, ekuacioni éshté i zgjidhshém dhe

Am=1) 4

i caktuar dhe zgjidhja e tij éshté x = = —, pra bashkésia e zgjidhjeve
mm—1) m

4
éshtée B = {}
m

2. Nése m? —m =0, dmth. m =0 ose m = 1, atéheré dallojmé
nénrastet:

a) Nése m = 0, ekuacioni fillestar merr formén 4 = 0, gjé qé éshté njé
kontradiksion. Kjo tregon se ekuacioni i dhéné pér vlerén e parametrit m = 0
nuk éshté i zgjidhshém, pra B = (.

b) Nése m =1, ekuacioni fillestar merr formén x+4 = x +4, respektivisht
4 =4, gjé qé éshté njé formulé e sakté pér ¢do = € R. Kjo tregon se ekuacioni i
dhéné pér vlerén e parametrit m =1 éshté i zgjidhshém dhe i pacaktuar, d.m.th.
B =R.

Te disa ekuacione éshté e nevojshme qé ndonjé shprehje qé pérmban té pan-
johurén té zévendésohet me ndonjé ndryshore té re e pastaj té zgjidhet sipas saj
dhe né fund ato vlera té gjetura té panjohurés sé re i zévendésojmé dhe késhtu i
marrim zgjidhjet e té panjohurés fillestare.

29 4 3 2
h 1li 3.3. Té zgjidhi kuacionin — — = o )
Shembulli 3.3. Té zgjidhim ekuacionin 9 7_8 292 — 16 3z — 24
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1 29 3, 2
Zgjidhje. Pas zévendésimit —— = ¢, marrim — —4f{ = —t — §t’ Zgjidhja

x—8 24 2

1
e ekuacionit té fundit né lidhje mé t éshté t = " ndérsa x = 12.

Shembulli 3.4. Té€ zgjidhet ekuacioni

3 0.T5y-2 Y+ 2
4y —12 2 —6y+9  y3—9y2 427y — 27

Zgjidhje. Vlen

3 0T5y-2 y+2
4y —12 Y2 —6y+9  y3—9y2 427y — 27
3 0.75y —2  y+2

SAy-s w-ar  woap V7P
= 3(y—-37-By—8)(y—3) =4y +2), y#3
— 3y® — 18y + 27— 3y — 1Ty +24) =4y + 8
— —Sy=>5

= y=-—1

Detyra né lidhje me ekuacionet

1. Té zgjidhen ekuacionet gé vijojné

(a) x—3+3x—1 9
a o
z+3 3z+1 ’
2x —9 3x
b =2
(b) 2x—5+3x—2 ’
(©) 9x + 1 11—z +2$+5
C — =
4r — 3 20x — 15 4z —3’
2.
(a) 3y —1 6y+5+ 9 11
a — = —
y—4 3y+9  Sy+15 45’
) dy—-1 5y _6y—4:1 y+1
y—4 3y—12 b5y —20 2y — 8’
+1 11y +5 -3 1
O — S + .
2u—1 122y—1) 4y—8y 6
3.
(a) 1 n 5—2z 7 z—1
a - _
82 —16 8z—422 8z 22(2—2)’
z—1 4z+1 2 3

9218 4.2-36  2+3 2,-6
6245 T7—3z 1222430z—21

©) L3 3.4 162-9
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4.
3 0.75y — 2 y+2
(a) 19 .2 _ T3 02 — o7’
dy—12 y*—-6y+9 y> —9y*+ 27y — 27
(b) 4y - 1 _ 3
1—6y+12y2 —8y3  2(1 —4y?) 8y2 —8y+2’
1 55—y 1,2y — 1
() 10 973 — Bdu2 R (2 — :
15y —10  27y3 —bdy? + 36y — 8  18y? — 24y + 8
5.

|z| +2(z — 3) =6,
|z — 2| =4,

13z — 2|+ 2 =2,
20z +1|+a—3=0,

)
)
)
)
e) |z|+]z—1[=1,
(f) lo+2[+|z—3]=5,
(9) |z—1]+|z—2|+ |z —3] =18,
(h) |z —=2[+|z—1]=|z+2],
(i) 24|z —6]=|x—4|,
(1) |z =2+ |z —3|+2]z—4| =9,
(k) Jze+1—lz|+3|lz—1] =2z — 2| =2 + 2,

) Jz|+]z—1]= 1.

6. Tregoni se ekuacionet

(a) z+1 1 n 2 4 1 0
Qa — —_— =
8 —x3 222 —x3 gt 423+ 422 22 ’
T 293+6_ x2

z—2 r+2  4— 22

(b)

nuk kané zgjidhje.

8. Té zgjidhen dhe té diskutohet bashkésia e zgjidhjeve, pér vlera té ndryshme
té parametrave realé qé paraqiten, pér ekuacionet qé vijojné

(a) 3 2 3z —Tm

a _ =

x—m x+m x2-—m?2’

() (a+b)z  (a—b)la—=) (2z+a)(a—Db)
a—b a+b N a+b ’
b—xz c¢c—x a(c—2x)

(c) a+a:+a—x_ a? —b2 "’
a—r a—<x 2ax

d _ —

(d) b—a a+b a?—-0b?’

1 1 1 1

a:c—a2+ax—ab+b;1:—ab bx — b? =0
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3.1.1. Zbatime té ekuacioneve lineare me njé té panjohur

Shembulli 3.5. Shuma e dy numrave éshté 45, ndérsa herési éshté 7 : 8.
Cilét jané numrat e tillé?

Zgjidhje. Le té jené numrat e kérkuar x dhe 45 — x. Nga fakti se

45 —
bt = U marrim se x = 24. D.m.th. numrat e kérkuar jané 21 dhe 24.

x

Shembulli 3.6. Shuma e dy numrave éshté 47. Nése numri i madh
pjesétohet me numrin e vogél, atéheré herési éshté dy dhe mbetja éshté 5. Cilét
jané kéta numra?

Zgjidhje. Le té jeté x njéri nga numrat e kérkuar. Atéheré nga 47 —x =
2z + 5 marrim numrat e kérkuar 14 dhe 33.

Shembulli 3.7. Shifra e njésheve té njé numri dyshifror éshté 2. Nése
katrorin e atij numri e zvogélojmé pér prodhimin e dy fqinjéve té tij, atéheré merret
numri 1. Cili éshté ai numér?

Zgjidhje. Le té jeté z shifra e dhjetsheve e numrit té kérkuar. Atéheré ai
do té jeté i formés 10x + 2, ku = € {1,2,...,9}. Prandaj kemi

(10z +2)? — (10x + 1)(102 +3) = 1 <=1 =1,
qé d.m.th. se numrat e kérkuar jané té gjithé numrat dyshifroré me shifrén e
njésheve 2. Pra B = {12,22,32,42,52,62,72,82,92}.

Shembulli 3.8. Shuma e shifrave t€ njé numri dyshifror éshté 8. Nése
shifrat i ndérrojné vendet e pastaj numrin e paré e pjesétojmé me té dytin, merret
herési 2 dhe mbetja 10. Cili éshté ai numér?

Zgjidhje. Le té jeté z shifra e dhjetsheve e numrit té kérkuar. Atéheré shifra
e njésheve éshté 8—xz. D.m.th. numri i kérkuar éshté i formés 10x+8—x = 9x+8.
Numri i dyté do té jeté i barabarté me 10(8 — z) + z = 80 — 9z. Nga kushi i
detyrés kemi
92 + 8 =2(80 — 9z) + 10 <= z = 6.

D.m.th. numri i kérkuar éshté 62.

Shembulli 3.9. Nése babai ka 45 vite, ndérsa djali 22, atéheré pas sa
viteve babai do té jeté dy heré mé i vjetér se i biri?

Zgjidhje. Nése me x e shénojmé numrin e viteve pas té cilave babai do té
ishte dy heré mé i vjetér se i biri, atéheré do té kemi ekuacionin

45+ =22241z2) <=z =1.

D.m.th. pas njé viti do té plotésohej kérkesa e detyrés.
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Shembulli 3.10. Nése i biri éshté pér 24 vite mé i ri se i ati, ndérsa para
6 viteve ai ka qené 7 heré mé i ri se babai i tij, atéheré té gjendet mosha e sicilit
prej tyre.

Zgjidhje. Nése me z shénojmé numrin e viteve té té atit qé ka sot, atehéré
i biri i tij do té keté x — 24 vite. Para 6 viteve, i ati ka psur x — 6 vite, kurse
i biri ka pasur x — 24 — 6 = x — 30vite. Prandaj nga kushi i detyrés do té kemi
ekuacionin:

x—6="Tx—-30) < x =34
D.m.th. i ati ka 34 vite, ndérsa i biri ka 10.

Shembulli 3.11. Té supozojmé se kemi dy fuci me tretje, prej té cilave
njéra ka koncetrim té alkoolit 40%, ndérsa tjetra 60%. Nése na duhen 12 litra
tretje me koncentrim té alkoolit 57.5%, atéheré nga sa litra duhet té marrim nga
fucité né ményré qé té kemi sasiné e kérkuar té tretjes me koncentrimin e alkoolit
té dhéné mé paré?

Zgjidhje. Nése me x shénojmé numrin e litrave té cilat duhet t’i marrim
nga fucia e paré me koncetrim té alkoolit 40%, atéheré nga fucia e dyté duhet té
marrim 12 —x litra. Prandaj kemi ekuacionin

4 .
x.i.,.(lz_x).@:lg.mj’
100 100 100

prej nga marrim se x = 1.5. D.m.th. nga fucia e paré duhet marré 1.5 litra,
ndérsa nga e dyta 10.5 litra.

Shembulli 3.12. Ckatoni numrin natyral n té tillé qé ndryshimi ndérmjet
prodhimit té dy pasardhésve té tij dhe prodhimit té dy parardhésve té jeté i
barabarté me 600.

Zgjidhje. Nése me n shénojmé numrin e kérkuar, atéheré kemi

(n+1)(n+2)—(n—1)(n—2) =600 <= n = 100.

Shembulli 3.13. Shpetjésia e dyté kozmike éshté pér 3.3 kTm mé e madhe
se e para, ndérsa e treta éshté pér 5.2 kTm mé e madhe se e dyta. Prodhimi i
shpejtésisé sé paré dhe té treté éshté pér 4.12 mé i madh se katrori i shpejtésissé
sé dyté. Caktoni té tri shpetjésité kozmike.

Zgjidhje. Vlen vy = vy + 3.3, vz = vs + 5.2, vivg = 4.12 + v3, prandaj

vy (vy + 8.5) = 4.12 + (vy + 3.3)?
v? 4 8.5v; = 4.12 + v} + 6.6v; + 10.89

1.9v; = 15.01
km
V1 = 7.9 —,
S

ndérsa vy = 11.2 kTm dhe v3 =16.4 kTm
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Shembulli 3.14. Syprina e njé sipérfaqeje drejtkéndéshe éshté pér 125 cm?
mé e madhe se syprina e sipérfaqes katrorore té ndértuar mbi brinjén meé té vogél
té tij. Caktoni brinjét e drejtkéndéshit nése ndryshimi i gjatésive té tyre éshté
5 cim.

Zgjidhje. Vlen a—b=>5(a >5), S; = ab, So = b?, prandaj ab = b*+ 125,

respektivisht (b+5)b = b? + 125, prej nga marrim se b= 25cm dhe a =b+5=
30 cm.
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3.2. Sistemet e ekuacioneve lineare

Forma e pérgjithéshme e ekuacioneve lineare me njé té panjohur ishte a-x +
b = 0, respektivisht a-xz = —b, ku a,b € R. Ngjashém, pérkufizojmé njé
ekuacion linear me dy, tri e mé shumé té panjohura, si p.sh. ax + by + ¢ = 0,
axr + by +cz+d =0, etj. Edhe kétu, problemi kryesor géndron né gjetjen e
bashkésisé sé zgjidhjeve té atyre ekuacioneve. Né rastin kur numri i té panjohurave
éshté 2 (3) zgjidhjet jané dyshe (treshe) té renditura. Né vazhdim do ta japim
kuptimin e sistemit té ekuacioneve lineare me n té panjohura xi,Zo, ..., Ty.

Pérkufizim 3.2.1. Bashkésiné e m ekuacioneve té formés

a1121 + a1222 + -+ - + a1pTy = by

a21%1 + G22To + - - + a2p Ty = b

(1)

Am1T1 + GmaZ2 + - + QO Tn = bm

ku a;; e Rob; e R (1 =1,2,...,m;j =1,2,...,n), ndérsa xi,z2,...,T, jané té
panjohurat, ku té gjitha ekuacionet lidhen me shenjén e konjuksionit (A), quhet
sistem i ekuacioneve lineare me n té panjohura. Numrat a;; quhen koeficienté
té sistemit, ndérsa b; quhen gjymtyrét e lira té sistemit.

Me fjalé té tjera, bashkésiné e dy apo mé tepér té ekuacioneve lineare té
lidhura mes veti me shenjén e konjuksionit A (dhe) quajmé sistem té ekuacion-
eve lineare. Nése ekuacionet e sistemit i konsiderojmeé si formula té matematikés
logjike, atéheré, njé sistem i ekuacioneve lineare paraqet po ashtu njé formulé
logjike, me ¢’rast té gjitha ekuacionet lidhen me veprimin e konjuksionit.

Shembulli 3.15. Sistemet

2
—2z+5y="7
z+y=1

20 — 3y =5
T —3y=—2

} \/g.’E—?)y:1

jané sisteme té ekuacioneve lineare me dy té panjohura. Eshté me réndési té
theksohet se nuk éshté e domosdoshme qé numri i ekuacioneve té jeté i barabarté
me numrin e té panjohurave.

Shembulli 3.16. Sistemet
20 —3y—42 =15 3
Y rT—3y—Tz=——

4+ 3y =12 2
x—3y—3z=-12 —2r+5y =17
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jané sisteme té ekuacioneve lineare me tri té panjohura.

Nése b; =0,i=1,2,...,m, atéheré sistemi i ekuacioneve lineare (1) quhet
homogjen. Forma e pérgjithéshme e njé sistemi homogjen éshté

1171 + a12%2 + - - + a1pTy =0
a21L1 + Go9xo + -+ + Aop Ty = 0

Sistemet e ekuacioneve lineare luajné njé rol shumé té réndésishém né matem-
atiké, fiziké, kimi, farmaci, ekonomi, bujgési dhe né pérgjithési né industri.

Né vazhdim té japim pérkufizimin e zgjidhjes sé njé sistemi té ekuacioneve
lineare.

Pérkufizim 3.2.2. Zgjidhje té sistemit (1) quajmé ¢do n—she té renditur
(1,0, ...,a) € R™ té numrave realé té tillé qé pér z; = a;,i = 1,2,..,n té
gjitha ekuacionet e sistemit shndérrohen né formula té sakta.

Pra V(ajo1 + ajppas + -+ ajpay, =b;) =T pérgdo i =1,2,...,m. Nése
me B shénojmé bashkésiné e zgjidhjeve té sistemit (1), atéheré

B = {(a1,02,...;an) |V (@101 + ain00 + -+ - + aino, = b;)) = T, a; € R}, 2)

(i=1,2,...,m; j=1,2,...,n).
Varésisht nga fakti se bashkésia e zgjidhjeve B éshté joboshe (boshe), do té themi
se sistemi éshté i zgjidhshém (i pazgjidhshém apo i pamundshém). Nése B ka
vetém njé element, do té themi se sistemi éshté i zgjidhshém dhe i caktuar, ndérsa
kur B ka mé shumé se njé element, do té themi se sistemi éshté i zgjidhshém dhe
1 pacaktuar.

Shembulli 3.17. Shqyrtoni nése dyshja e renditur (—2,3) &shté apo jo
zgjidhje e sistemit té ekuacioneve

20 +3y =5
3z +y=-3

Zgjidhje. Zévendésojmé né té dy ekuacionet x = —2 dhe y = 3 dhe
shohim se ato béhen apo jo formula té sakta. Meqnése barazimet

2.(-2)+3-3=5 5=5
3-(-2)+3=-3[" -3=-3

jané formula té sakta, pérfundojmé se dyshaj e renditur (—2,3) éshté zgjidhje e
sistemit té dhéné té ekuacioneve.
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Shembulli 3.18.  Shqyrtoni se treshja e renditur (4,3,2) éshté apo jo
zgjidhje e sistemit té ekuacioneve

z+y+z=9
z+2y+ 3z =16
r+3y+4z=21

Zgjidhje. Edhe kétu zévendésojmé x =4,y =3,z =2 dhe do té kemi

4+3+2=9 9=9
442.-34+3:-2=16 p ~ 16 =16
4+3-3+4-2=21 21 =21

Meqgenése té gjitha ekuacionet u béné formula té sakta, pérfundojmé se treshja e
renditur éshté zgjidhje e sistemit té dhéné té ekuacioneve.

Ekzistojné disa metoda pér zgjidhjen e sistemeve té ekuacioneve lineare:

1. Metoda e zévendésimit. Zgjidhet njéra nga té panjohurat prej cilitdo ekuacion
té sistemit dhe zévendésohet né ekuacionet tjera dhe me até rast numri i té
panjohurave zvogélohet pér njé. Duke vazhduar kété ményré, problemin e
kthejmé deri te zgjidhja e njé ekuacioni linear me njé té panjohur. (Zgjedhni
até té panjohur me koeficient té barabrté me 1 (nése ka té tillé)).

2. Metoda e eliminimit. Duke shfrytézuar vetiné se bashkésia e zgjidhjeve e
njé sistemi nuk ndryshon né qofté se disa (apo té gjitha) ekuacione té tij
shumézohen (pjesétohen) me shprehje té ndryshme nga zeroja dhe u shtohen
ndonjé ekuacioni tjetér, behet reduktimi i numri té té panjohurave.

3. Metoda e pércaktoréve (formulat e Kramerit). Nése m = n, atéheré sistemi
(1) mund té zgjidhet me formulat e Kramerit (Gabriel Cramer (1704-1752)
matematikan zviceran).

d d d,
:L“l:gl, x2:§, e xn:F, (3)

ku d = det A = det(a;j), quhet pércaktor (determinanté) e rendit n.

Ekzistojné edhe metoda tjera (e Gausit, matricore) pér zgjidhjen e sistemeve
té ekuacioneve lineare, por né kuadér té kétij kursi do té merremi me zgjidhjen e
sistmemeve té ekuacioneve lineare me 2 dhe 3 té panjohura, kurse pér kété géllim
do té shfrytézojmé ndonjérén nga tri metodat e pérmendura mé larté. Metoda
matricore dhe ajo e Gausit shqyrtohen mé thellésisht né 1éndén e algjebrés.

Pérkufizim 3.2.3. Numri

air  a12
az1 G22

d= = a11Q22 — @12G21 (4)
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quhet pércaktor (determinanté) e rendit té dyté. Bashkésiné {a;1,a;2},i = 1,2
e quajmé rreshti i i—té i pércaktorit, ndérsa {ay;,a2;},i =1,2 e quajmé shtylla
(kolona) e i—té e pércaktorit.

Shembulli 3.19. T’i vlerésojmé disa pércaktoré té rendit té dyté.

4 5

d:‘—1 2

‘:4-2—5-(—1):8—1—5:13,

o m 4 . 2 . .
d—‘l m‘—m 4=(m-—2)(m+2).

Pérkufizim 3.2.4. Numri

ailp aiz2 ai3

=a11022033 + a13032021 + 31012023 —
d=|ax ax a3

— (@13a22a31 + a11a32a23 + a12a21a33) (5)
431 sy Gs3 13022031 + 411032023 + A12021033

quhet pércaktor (determinanté) e rendit té treté.
Edhe kétu, sikur te pércaktorét e rendit té dyté, dallojmé rreshtin e ¢—té,
respektivsht shtyllén e i—té.
Shembulli 3.20. Vlera e pércaktoréve té rendit té treté qé vijojné jané
1 -1

d=13

2 =1:2:343.0-24+(—1)-2:1—(2:2:140-2-14(=1)-3-3) = 9,
1 0

W NN

a
d=|1
1

1
a|=d"+at+a—a—a*—a*=d*(a—1)—ala—1) =ala—1)*(a+1).

a2

Q=

Pércaktorét e rendeve mé té larta se 3 nuk jané objekt i studimit té léndés né
kété kurs, ndérsa informacione mund té gjeni p.sh. né cilindo kurs té algjebrés.

Shembulli 3.21. Té zgjidhen sistemet e ekuacioneve lineare

@ 2x+3y:7} ) 3x+5y:1} . 3(x—1)+5(y—1)=—4}

3z —6y =7 3r—2y=28 5(x+3)—3(y+1) =64

(a) Té zbatojmé metodén e zévendésimit. Nga ekuacioni i paré marrim
se Jy =7 —2x. Kété vleré e zévendésojmé né ekuacionin e dyté dhe marrim
3x —2-(7—2x) = 7. Ekuacioni i fundit éshté linear me njé té panjohur, ndérsa
zgjidhja e tij éshté x = 3. Pas zévendésimit né ekuacionin 3y = 7 — 2z marrim

1 1
se y = 3 D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e sistemit éshté B { (3, 3) } Pra

sistemi éshté i caktuar.
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(b) Té zabtojmé metodén e eliminimit pér zgjidhjen e sistemit né kété rast.
Vlen
3z+5y=1 —3x —5y=-—1
3r —2y =8 3r —2y =8

Tani i mbledhim ané pér ané ekuacionet dhe marrim
—Ty=717 y=-—1 y=—1
3x—2y =28 3r—2-(—1)=38 x=3
D.m.th. dyshja e renditur (3,—1) éshté zgjidhje e sistemtit, ndérsa bashkésia e

zgjidhjeve e sistemit éshté B = {(3,—1)}.

(c) Té zbatojmé metodén e Kramerit pér zgjidhjen e kétij sistemi. Sé pari
sistemin duhet ta transformojmé si até té formés (1). Kétu

ax—1y+ay—1y=—4}w 3x+5y:4}

5(x+3)—3(y+1) =64 S5x — 3y = 52
Tani
3 5 4 5 3 4
= f? 5= am]h 3= weff bl-m
Tani
dy —272 3 do 136
r=— = = — = — = —
d- a0 VT AT T;
D.m.th. (z,y) = (8,—4) éshté zgjidhja e vetme e sistemit.

Shembulli 3.22. Té zgjidhen sistemet

(@ w—5y—2} ” —x+2y—1}.

-2z 4+ 10y =—4 r—2y=2

(a) Nése ekuacionin e paré e shumézojmé me 2 dhe pastaj i mbledhim ané
pér ané, marrim identitetin 0 =0, qé d.m.th. se sistemi i dhéné éshté ekuivalent
me ekuacionin linear x — 5y = 2. Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit éshté

B ={(ba+2,a)|a, € R},

e cila gjeometrikisht paraqet drejtézén x — 5y = 2 né rrafshin koordinativ.

(¢) Po t’i mbledhim ekuacionet e sistemit ané pér ané do té marrim njé
formulé jo té sakté 0 = 3. D.m.th. sistemi éshté i pazgjidhshém, respektivisht
B =0.

Shembulli 3.23. Té zgjidhen sistemet e ekuacioneve

4 1
sty —1 z—yrl ®) |z+1+ly—1=5

18 B 2.5 _1 ’ |z + 1| —4y = —4 ’
z+y—1 zxz—-y+1

1

(@)
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1 1
—— =4 dhe ——— =wv, dm.th. z4+y—1= —
x+y—1 r—y+1 U

dhe x —y+ 1= —. Sistemi i ekuacioneve merr formén
v

(a) Zévendésojmé

dut+v=1 U=
18u —2.5v =1

v =

DNO| — 0O =

Tani marrim sistemin e ekuacioneve
r+y—1=38 z+y=9 r=0>5
r—y+1=2 r—y=1 y=4["
(b) Dallojmé rastet:

1. Pér y € (—o0,1], y—1<0, prandaj |y —1| = —y+ 1, ndérsa ekuacioni

transformohet né ekuacionin —4y +y — 1 = —9, zgjidhja e té cilit éshté y = 3

Meqgenése g ¢ (—oo,—1], pérfundojmé se sistemi i dhéné nuk ka zgjidhje né
gjysmérrafshin y < —1. Pra By = .

2. Pér ye[-1,0), y—1 >0, prandaj |y — 1| = y — 1, ndérsa ekua-
cioni transformohet né ekuacionin —4y —y + 1 = —9, zgjidhja e té cilit éshté
y = 2. Meqgenése 2 € [—1,00), pérfundojmé se sistemi i dhéné ka zgjidhje né
gjysmérrafshin y > —1. Tani kété vleré té y—it e zévendésojmé né ekuacionin
e dyté té sistemit dhe marrim ekuacionin sipas z—it |z + 1| = 4, respek-
tivisht o +1 = +4. Zgjidhjet e kétij té fundit jané z; = 3,20 = —5. Né
kété rst Bs = {(3,2),(—5,2)}, kurse bashkésia e zgjidhjeve e sistemit éshté
B =By UBy = By ={(3,2),(-5,2)}.

1. Pér z € (—oo,—1] dhe y € (—o0,1], dm.th. (z,y) € (—oo, —1] x (—00, 1]
sitemi 1 dhéné éshté ekuivalent me sistemin

—r—1-y+1=5 —r—y=5| T=73°
—rz—1—-4y=-4 —z—4y=-3

8
Megenése y = 3 ¢ (—o0, 1], pérfundojmé se né bashkésiné (zonén) (—oo, —1] x
(—00,1] té rrafshit R? sistemi i dhéné nuk ka zgjidhje. Pra, By = 0.

2. Pér z € (—o0,—1] dhe y € [1,00), d.m.th. (z,y) € (—o0,—1] x [1,00)
sitemi 1 dhéné éshté ekuivalent me sistemin

—r—1+y—1=35 —x+y="7 x=-5
—r—1—4y=—4 —x —4y = -3 y=21"
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Megenése (z,y) = (—5,2) € (—o0, —1] x [1,00), pérfundojmé se (—5,2) éshté
zgjidhje e sistemit. Pra, B; = {(—5,2)}.

3. Pér z €[-1,00) dhe y € (—o0,1], dm.th. (z,y) € [-1,00) X (—00,1]
sitemi 1 dhéné éshté ekuivalent me sistemin

17
rHl-y+1=5] r—y=3 N$—§5
r+1—4y=—-4 —r—4y = -5 8

y=-

3
Megenése y = 3 ¢ (—o00,1], pérfundojmé se né bashkésiné (zonén) [—1,00) X

(—o0,1] té rrafshit R? sistemi i dhéné nuk ka zgjidhje. Pra, Bs = .
4. Pér z € [-1,00) dhe y € [1,00), dm.th. (x,y) € [-1,00) x [1,00)
sitemi i dhéné éshté ekuivalent me sistemin

r+1+y—1=5 rT+y=>5 r=3
r+1—-4y=-4 r—4y=-5 y=21"
Megenése (z,y) = (3,2) € [-1,00) x [1,00), pérfundojmé se (3,2) éshté

zgjidhje e sistemit. Pra, By = {(3,2)}. Prandaj bashkésia e zgjidhjeve e sistemit
éshté B = By UByUBsU By ={(-5,2),(3,2)}.

Shembulli 3.24. Té¢ zgjidhen sistemet e ekuacioneve lineare

rz+2y—>52=6 z+2y+3z2=1
(a) —2rx+y+22=5,, (b) 2x+4y—6z=-2
—3z+3y —4z =38 —r+2y+62=4

Zgjidhje. (a) Provojmé qé kéto sisteme t’i zgjidhim me metodén e Kramerit.

. _12 i —25 =1-1-(=4)+(=3)-2-2+4(=5)-3-(=2) = ((=3) - 1- (=5)+
Meqgenése d # 0, atéheré mund té zbatojmé formulat e Kramerit

dq da ds

T = 37 Yy = F) = 37
ku
6 2 -5 1 6 -5 1 2 6
di=|5 1 2 |=-23 do=|-2 5 2 |=-115 d3=|-2 1 5|=-23.
8 3 —4 -3 8 —4 -3 3 8

Pércaktori d; merret nga pércaktori d ashtu qé shtylla e i—té e tij zévendésohet
me shtyllén e gjymtyréve té lira (6,5,8). Tani

d1 —23 d2
r=— 1 = =

23 —115 ds  —23
d_ —23 0 YT 4T 3

_57 z:—zizl
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D.m.th. treshja e renditur (1,5,1) éshté e vetmja zgjidhje e sistemit.

Shembulli 3.25. Jané dhéné sistemet e ekuacioneve lineare

) mr+y+z=1

mx +y =

(a) i () z+my+z=m
r+my=1 9

rT+y+mz=m
Té zgjidhen dhe té diskutohet bashkésia e zgjidhjeve pér vlera té ndryshme té
parametrit real m.

Zgjidhje. (a) Do té zbatojmé metodén e Kramerit (pasi qé numri i ekua-
cioneve éshté i barabarté me numrin e té panjohurave).

1 1
1 m

1

_m 1 . 2 i
T T !

‘:m—l, dgz‘ql ‘:m—l.

1. Nése d # 0, dm.th. m # £1, atéheré sistemi éshté i zgjidhshém dhe i
caktuar dhe zgjidhja e tij éshté dyshja e renditur (z,y), ku
o m—1 m—1 1 do m—1 1

d m2—-1 (m-1Dm+1) m+1 YT T o1 m1

T

2. Nése d =0, dm.th. m e {-1,1} dallojmé dy nénraste:

(a) Nése m = —1, atéheré sistemi merr formén

—r+y=1
r—y=1 ’
gé pasi t’i mbledhim ané pér ané marrim formulén e pasakté 0 = 2, qé
d.m.th. se pér kété vleré sistemi nuk ka zgjidhje.

(b) Nése m =1, atéheré sistemi merr formén

z+y=1

~r+y=1l~y=1-u,
x+y_1} y y

d.m.th. se pér kété vleré té m—it sistemi éshté i zgjidhshém dhe i pacaktuar.
Bashkésia e zgjidhjeve éshté B = {(a,1 — a)|a € R}.

(b) I njehsojmé pércaktorét

m 1 1 1 1 1
d=|1 m 1|=m-1>%*m+2), di=|m m 1|=—(m+1)(m-1)>2
1 1 m m?2 1 m
m 1 1 m 1 1
dy=11 m 1|=m-12 ds=|1 m m|=(m-1)>3*(m+1)>
1 m?> m 1 1 m?



92 Matematika elementare Ramadan Limani

1. Nése d # 0, dm.th. m # 1,m # —2, sistemi éshté i zgjidhshém dhe i

caktuar. Zgjidhja e vetme e tij éshté

. di —(m—-1)2%m+1) _ m+l

d (m—1)%(m+ 2) m+2’
_dy  (m-1%* 1

Y= T m—12(m+2) m+2
ds  (m—1>%*m+1)*  (m+1)?
d  (m-12m+2) m+2

2. Nése d =0, dm.th. m=1, ose m = —2, dallojmé dy nénraste:

(a) Nése m = 1, atéheré dy = do = d3 = 0, d.m.th. sistemi éshté i
zgjidhshém dhe i pacaktuar. Né kété rast sistemi €shté ekuivalent me ekua-
cionin x 4+ y + z = 1. Bashkésia e zgjidhjeve né kété rast éshté B =
{(avﬂa l—a-— ,B)|Oé,ﬁ € R}

(b) Nése m = —2, atéheré di = —(—2+1)(-2—1)>=9#0,dy = (-2 —1)* =
940,d3 =(—2—1)*(=2+1)2=9#0. Meqé dy # 0 (mjafton vetém njé
nga pércaktorét d;, (i =1,2,3) té jeté i ndryshém nga zero), atéheré sistemi
éshté i pazgjidhshém (nuk ka zgjidhje). Pra B = ).

3.2.1. Zbatimet e sistemeve té ekuacioneve lineare

Shembulli 3.26. Nése nga klasa A kalon njé nxénés né klasén B, atéheré
numri i nxénésve do té barazohej. Por, nése nga klasa B kalon njé nxénés né
klasén A, atéheré numri i nxénésve né klasén A do té jeté dy heré mé i madh se
numri i nxénésve té€ mbetur né klasén B. Nga sa nxénés kané klasat A dhe B?

Zgjidhje. Nése me x shénojmé numrin e nxénésve né klasén A, ndérsa
me gy numrin e nxénésve né klasén B, atéheré marrim sistemin e ekuacioneve

lineare
r—1=y+1 =7
r+1=2@y—-1) y=5]"

Shembulli 3.27. Tregoni se cdo numér i thjeshté, Y pérvec numrit 2, mund
té shkruhet si ndryshim i katroréve té dy numrave natyralé.

Zgjidhje. Le té jeté p njé numér i thjeshté dhe supozojmé se p = m? —n?,

ku m,n € N,m > n. Atéheré nga barazimi 1-p = (m —n)(m +n) marrim se
m+n=p dhe m—n=1. Prandaj mzl%l € N dhe n:p%l € N. Pse
numrat m,n € N?

Shembulli 3.28. Dy punétoré sé bashku mund ta kryejné njé puné A
pér 8 oré. Ndodhi gé njéri punoi 6, ndérsa tjetri 9 oré dhe me até rast ata

D' Cdo numér natyral i cili plotépjesétohet vetém me numrin njé dhe vetveten
quhet i numér i thjeshté
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51
pérfunduan 6 té punés A. Njehsoni se pér sa oré secili nga punétorét do ta
kryente punén A duke punuar i vetém.

Zgjidhje. Le té shénojmé me P;,¢; (i = 1,2) "fuqiné” e punétorit té€ i—té,

respektivisht kohén pér té cilén punétori i i—té e kryen punén A. Atéheré
A

A = Pty = Poty5., Dmth. P, = - (1t = 1,2). Nga kushtet e detyrés kemi

1
sistemin

A A 1 1 1

51 N t1  to N t1 to 8
6P1+9P2:*A Gé géZEA E gzg
56 T H LT 56

2
Pasi ta zgjidhim kété sistem marrim se t; = 14 oré, ndérsa t, = 18§ oreé.

Shembulli 3.29. Para 4 vitevei ati ka qené 7 heré mé i vjetér se i biri,
ndérsa pas 4 viteve i ati do té jeté 3 heré mé i vjetér sii biri. Nga sa vite kané
secili prej tyre?

Zgjidhje. Nése me x dhe y shénojmé numrin e viteve té té atit, respektivsht
té birit, atéheré kemi sistemin

3.3. Proporcionet dhe zbatimet e tyre

Té krahasuarit e dy madhésive éshté njé proces shumé i réndésishém né
matematiké dhe 1émité tjera. Vlera absolute e diferencés mes tyre, e cila shpreh
”largesén” mes tyre, ndonjéheré nuk éshté metodé shumé efikase pér té béré kra-
hasimin mes tyre. Prandaj shtrohet nevoja qé té zbatojmé ndonjé metodé tjetér,
né ményré qé krahasimi té jeté mé i kuptueshém. P.sh. po té spjegohej shkalla
e pjesémarrjes sé oksigjenit, apo azotit né ajér pérmes maseés sé tyre (pra né kg),
do té ishte shumé véshiré pér nxénésin qé t'i mbajé mend té gjitha ato shifra;
ndérsa po té spjegohej pjesémarrja e tyre pérmes pérqgindjes (pra proporcioneve),
atéheré do té ishte dukshém mé lehté gé nxénési t'i mbajé mend ato té dhéna.
Ngjashém, strukturén nacionale té njé vendi e shprehim né pérqindje, pra jo né
shifra té sakta, e késhtu me radhé. Proporcionet luajné njé rol té réndésishém

edhe ke thjeshtimet e thyesave né matematiké. P.sh. =7 qé d.m.th. se
3 rrin me 12 njésoj sikur 1 me 4. Proporcionet gjejné zbatim né shumé fusha
tjera, si né demografi, statistiké, kimi, aeronautiké, etj. Duke shfrytézuar faktin
se shumékéndéshat e ngjashém i kané brinjét proporcionale, ne mund té zgjidhim

shumé probleme praktike si¢ tregon shembulli vijues.
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Shembulli 3.30. Té njehsojmé lartésiné e pemés e cila ndodhet 100 m larg
pozités soné, ndérsa nga pika e vendgéndrimit toné pema shihet nén té njéjtin
kénd sikur njé trup me lartési 1.5 m i cili éshté 10 m larg pozités soné (shih fig.
3.1).

0 10 A 100

Fig. 3.1
Zgjidhje. Supozojmé se ne ndodhemi né pikén O. Nése me x shénojmé

lartésiné e pemés, atéheré trekéndéshat AOAB dhe AOA'B’ jané té ngjashém
(pse?), prandaj brinjét i kané proporcionale. D.m.th. vlen barazimi

1.
x:lOO:1.5:10<:>x:1—§-100:15.

Késhtu, lartésia e pemés éshté 15m.

Ndonjéheré, né vend té ”:”, pér té shprehur proporcionin, do té pérdorim vijén
thyesore. D.m.th.
b=cide 2 ="
a:b=c: - =,
b d

ndérsa relacioni i fundit lexohet: ”a rrin me b sikurse ¢ me d.” Po ashtu, pérkufizohet
proporcioni edhe pér tri e mé tepér madhési né kété ményreé:

a:b:c=m:n:p<=a:b=m:nAb:c=n:p.

Vetité e proporcioneve:

a c
Nése — = —, atéheré
b d’

(1) (a£b):b=(c*d):d,

(2) (a+b):(a—b)=(c+d):(c—d),

(3) (axpB-b):b=(ctp-d):d,

(2) (axra+p-b):(a-a=p-b)=(a-c+p-d):(a-c—p-d).
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Shembulli 3.31. Nése - = _ % =4, atéheré njehsoni

n

a—3b+ 2c¢ a+b+c
(@) ————-, b)) ———.
m—3n+2p m+n+p
Zgjidhje. Megenése 2 =2 = ¢ =4, atéheré kemi a = 4m,b = 4n,c = 4p.
Prandaj
(a) a—3b+2c dm — 12n + 8p
a =
m —3n + 2p m —3n+ 2p
4(m —3n+2p)
- m-—-3n+2p
b
(b) Ngjashém marrim se atote
m-+n-+p

Shembulli 3.32. Nga 66 kg léndé e paré stofi, pérfitohen 165 m? stof. Sa
metra katroré stof do té pérfitoheshin nga 112 kg 1éndé e paré?

Zgjidhje. Nésé me x e shénojmé numrin e metrave katrore té stofit té
pérfituar nga lénda e paré prej 112 kg, atéheré kemi proporcionin x : 112 = 165 :
66, prej nga marrim se x = 280m?.

Shembulli 3.33. Njé dhémbézor me 54 dhémbé i njé makine i bén 84 rro-
tullime né minut. Nése ai i pércjell rrotullimet né njé dhémbézor tjetér i cili i bén
126 rrotullime né minut, atéheré sa dhémbé do té keté dhémbézori i dyté ?

Zgjidhje. Nése me x shénojmeé numrin e dhémbéve té dhémbézorit té dyte,
atéheré kemi proporcionin x : 54 = 126 : 84, prej nga marrim se z = 36.

Shembulli 3.34. 21 punétoré duke punuar nga 8 oré né dité pér 6 dité i
prodhojné 720 profile metalike. Pér sa dité 28 punétoré duke punuar nga 7 oré né
dité do t’i prodhonin 1260 profile té njéjta metalike ?

Zgjidhje. Le té shénojmé me xr numrin e ditéve gjateé té cilave duhet punuar
grupi i dyté prej 28 punétoréve nga 7 oré né dité. Atéheré numri total i oréve té
punés gé bén grupi i dyté éshté 28 - x - T—oré, ndérsa i pari do té keté gjithsej
21-6-8—oré pune. Meqenése prodhimtaria éshté proporcionale me numrin e oréve
té punés, atéheré kemi proporcionin 28 -z -7 :21-6-8 = 1260 : 720, prej nga
marrim se x = 9. D.m.th. grupi prej 28 punétoréve duhet punuar 9 dité nga 7
oré né dité né ményré qé té prodhojé 1260 profile metalike.

Vérejtje 3.1. Kétu kemi konsideruar se té gjithé punétorét né kushte té
njéjta prodhojné numér té barabarté té profileve metalike.

Shembulli 3.35. Nése njé sallé ndrigohet prej 15 llampave té fuqgisé 60 W,
atéheré sa llampa té fuqisé 75 W do té nevojiteshin pér ndricimin e njéjté té té
njéjtés sallé ?

Zgjidhje. Le té jeté x numri i llampave prej 75 W té nevojshme pér té
dhéné ndricimin e njéjté té té njéjtés sallé. Atéheré, kétu kemi proporcionin e
zhdrejté; d.m.th. numri i llampave pre 75 W rrin me numrin e llampave prej 60
W sikur fuqia e té dytave me fuqin€ e té parave, d.m.th. sikur 60:75. Pra, vlen
proporcioni x : 15 =60: 75, prej nga marrim se = = 12.
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Shembulli 3.36. Dy shoké luajné sé bashku lloto dhe njéri investon $650,
ndérsa tjetri $750. Si do té duhej ndaré preminé prej $270000, nése ata e fitojné
até”?

Zgjidhje. Le té jeté x numri i dollaréve qé do té merr garuesi i paré i cili
ka investuar $650. Megenése ndarja duhet té jeté proporcionale me investimin gé
kané béré lojtarét, atéheré kemi x : (270000 — x) = 650 : 750 = 13 : 15, prej
nga marrim se x = 130000. D.m.th. garuesi i paré merr $130000, ndérsa i dyti
$140000.

Shembulli 3.37. Si t’'u ndahet shuma prej $728000 tre personave, ashtu qé
secilit person gé vjen t'i jepet 20% mé shumé se atij paraprak ?

Zgjidhje. Nése me x shénojmé numrin e dollaréve gé i jepen personit té

20
paré, atéheré té dytit do t’i jepen = + 100 T = 5x, ndérsa té tretit do t’i jepen
6 20 6 36 6 36
31' + 100 gx = %x Prandaj kemi ekuacionin x + 51: + %x = 728000, prej

nga marrim se x = 200000. D.m.th. personi i paré merr $200000, i dyti merr
$240000, ndérsa i treti merr $288000.

Shembulli 3.38. Rezistencat e tre rezistoréve té lidhur né seri géndrojné
né raport sikur 2 : 3 : 7. Nése rezistenca e pérgjithéshme e qarkut éshté 24,
atéheré caktoni rezistencén e secilit rezistor.

Zgjidhje. Nése R, Ro, Rs jané rezistencat pérkatése té tyre, atéheré rezis-
tenca totale Ry, te lidhja serike éshté Riot = Ri1 + Rs + R3.  Meqgenése

Rioy = 24K, ndérsa Ry : Ry : R3 = 2 : 3 : 7, atéheré marrim ekuacionet

2 7
Rl : RQ =2:3 dhe R2 : Rg =3: 7, respektivisht R1 = §R2 dhe R3 = gRQ

Tani,

2
24=§~R2+R2+5'R2<:>R2:6Q,

ndérsa Ry =4 dhe Rz =14).

Shembulli 3.39. Rezistencat e tre rezistoréve té lidhur né ményré paralele
géndrojné né raport sikur 1 : 2 : 5. Nése rezistenca e pérgjithéshme e qarkut
éshté 102, atéheré caktoni rezistencén e secilit rezistor.

Zgjidhje. Nése R, Ro, R3 jané rezistencat pérkatése té tyre, atéheré rezis-
1 1 1 1
= — + — + —. Meqgenése
) Reot I Iy It *
Riot = 1090, ndérsa Ry : Ry : R3 = 1 : 2 : 5, atéheré marrim ekuacionet
1 5
Rl : RQ =1:2 dhe R2 : Rg =2: 5, respektivisht R1 == 5 -R2 dhe R3 = 5 ‘RQ.

Tani,

tenca totale Ryioy te lidhja paralele éshté

11111212 a7
10 Rt Ri Ry Ry Ry Ry 5Ry  5Ry’
prej nga marrim se R; = 17€), Ry =34 dhe R3 =8512.
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Detyra né lidhje me sistmet e ekuacioneve lineare

. Té zgjidhen sistmet e ekuacioneve lineare

x = T+2y=8 x = x =
(@) fy_f} G s fy_i’}w) fy_;}
T —y = Y=z -y = T—y=

2
. Té zgjidhen dhe diskutohen bashkésité e zgjidhjeve té tyre varésisht nga
ndérrimi i vlerave té parametrit real

me+y=1 mz — 9y = 14m mx + ny = m?* + n?
(a) (b c)

2r+y =2 2mx 4+ 3y = Tm mx —ny = m? — n?

. Té zgjidhen sistemet

6 4 5
—+-+-=4
x+2y—952=206 r+2y+3z=1 g 38/ g
(@ a+2Esi=lp () Wrdy-0:=-20 () Lo+ =d
-3z +3y —42 =38 —r+2y+62=4 9 12 10
-+ ——-—=4
oy z
. .. . - 1 1
Udhézim. Né rastin (¢) merrni zévendésimet: — =u, — =v dhe — =t.
x Yy z

. Ndryshimi, shuma dhe prodhimi i dy numrave géndrojné né raport sikur 1 :
3:6. Gjeni kéta dy numra.

. Shuma e shifrave té njé numri dyshifror éshté 8. Nése shifrat i ndérrojné
vendet merret numri pér 36 mé i madh se i pari. Cili éshté ai numér?

. Shuma e viteve e njé néne dhe bijés sé saj éshté 46. Pas 10 viteve néna do
té jeté 2 heré mé e vjetér se e bija. Nga sa vite kané néna dhe vajza e saj?

. Shuma e tre numrave éshté 80. Neése numri i paré pjesétohet me té dytin,
merret herési 2 dhe mbetja 3; ndérsa kur numrin e treté e pjesétojmé me
té parin marrim herésin dhe mbetjen e njéjté. Cilét jané kéta tre numra?

. Nga sa litra ujé té temperaturave 40° C dhe 25° C duhet pérzier né ményré
qé té fitojmé 90 litra ujé me temperaturé 30° C 7

Rez. 301 ujé té temperaturés 40° C dhe 601 ujé té temperaturés 25° C.

. Ajriipastér pérmban 78% azot dhe 21% oksigjen, ndérsa 1% e pérbéjné gazrat
tjeré. Gjeni sasiné e secilit prej tyre (gazrave) né 546 litra ajér.
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Rez. Azot=439,921, O=118,441 dhe gazra tjeré X=>5,641.

3.4. Inekuacionet lineare

Pérkufizim 3.4.1. Cdo inekuacion i formés ax b, ku x € {<,<,>, >} apo qé
mund té transformohet né kété formé, ku a,b € R, ndérsa x éshté e panjohur
quhet inekuacion linear me njé té panjohur.

Pérkufizim 3.4.2. (Cdo parametér real o i tillé qé kur x—in e zévendésojmé
me «, inekuacioni shndérrohet né formulé té sakté, quhet zgjidhje e inekuacionit.

Pér zgjidhjen e kétyre inekuacioneve shfrytézohen vetité e ngjashme me ato
té ekuacioneve, por duhet pasur kujdes se kur shumézoni apo pjesétoni me ndonjé
shprehje (numér) negative ndérron shenja e jobarazimit.

Shembulli 3.40. Té zgjidhen inekuacionet

3r—1 x+1 T
— 1—=
(@) — 5 <1l-7
(b)  9(4x +1)? — 4(6z — 2)(6x + 2) < 43,
2x—21_3x—14>5 7+ 51z

(c) 1 9 ~ 72 18

Zgjidhje. (a) E shumézojmé inekuacionin e dhéné me shmvp (5,2,7) = 70.
Pasi t’i bartim té panjohurat né njérén ané dhe té njohurat né anén tjetér, marrim
inekuacionin 17z < 119, respektivisht x < 7. D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e
inekuacionit éshté intervali B = (—o0, 7).

1
b) Krejtésisht né ményré té ngjashme marrim se z < —, respektivisht
4

(¢) (Provoni veté!)

Edhe kétu, sistem té inekuacioneve lineare quajmé bashkésiné e dy apo mé
tepér inekuacioneve té lidhura me shenjén e konjuksionit (dhe) mes veti. Prerja
e bashkésisé sé zgjidhjeve té té gjitha inekuacioneve gé marrin pjesé né sistem
paraget bashkésiné e zgjidhjeve té sistemit té dhéné.

Shembulli 3.41. Té zgjidhen sistemet e inekuacioneve lineare

20 —6 <0
r+3>1 2+ 5 <1 3
b _
(a) x+4>5} —%x<9} () z-5<0
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Zgjidhje. (a) Vlen

r+3>1 x> —2
~ ~x>1.
r+4>2 z>1

D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e sistemit té inekuacioneve éshté B = (1, 00).

(b) Ngjashém marrim se bashkésia e zgjidhjeve e sitemit té inekuacionve pér
kété rast éshté B = (—3,—2).

(¢) (Provoni!)
Shembulli 3.42. Pér vlera té ndryshme té parametrit real m té zgjidhen

dhe té diskutohen bashkésité e zgjidhjeve pér inekuacionet

(@) m(x—1)<z+2, (b) m(mx —5) < 4x — 10.

(a) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin (m — 1)z < m+ 2.
Dallojmé rastet:

1. Nése m —1 > 0, dm.th. m > 1, inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent
m+ 2

me inekuacionin z < D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit

2
éshté intervali B = (—oo, m+ 2 )
m—1

2. Néese m—1 < 0, dm.th. m < 1, inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent

2
me inekuacionin x > m . D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit
m [R—
2
éshté intervali B = <m+,oo>.
m—1

3. Nése m—1=0, dm.th. m =1, inekuacioni i dhéné merr formén 0-x < 3,
gjé qé éshté njé formulé e sakté pér ¢do x € R, prandaj B = R.

(b) Ngjashém, marrim inekuacionin (m? — 4)z < 5(m — 2).

1. Nése m?—4 >0, dm.th. m € (—oo, —2)U(2,00), inekuacioni i dhéné éshté

ekuivalent me inekuacionin = < D.m.th. bashkeésia e zgjidhjeve e

m

5
inekuacionit éshté intervali B = <—oo, >
m 4+ 2

2. Nése m?—4 <0, dm.th. m € (—2,2), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent

me inekuacionin x > D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit

éshté intervali B = (5,oo>.
m 4+ 2

3. Nése m? —4=0, dm.th. m € {-2,2}, dallojmé dy nénraste:

3a. Pér m = —2, marrim inekuacionin 0-z < —20, d.m.th. B = (.
3b. Pér m = 2, marrim inekuacionin 0-x <0, d.m.th. B = 0.
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Shembulli 3.43. Té zgjidhen inekuacionet

(a) |x—3| <3, (d) |3—2x|>5,
(b) |2z +3| <5, (e) [bx —3|>8,
(¢) |z >5, (f) Jz+1]>2z+2|

Zgjidhje. (a) Pér zgjidhjen e kétyre inekuacioneve shfrytézojmé kéto ekuiv-
alenca
|r| <a<—= —a <z <a,Va>0,

|z| >a<—= 2 < —-aVz>aVacR.

respektivisht

|z| <a <=z €[—a,a], Ya>0,
|z| > a <=z € (—o00,—a]Ula,0), VaeR.
Prandaj inekuacioni |r — 3| < 1 &shté ekuivalent me sistemin e inekuacioneve
—1 < x—3 <1, respektivisht 2 < z < 4. Pra, bashkésia e zgjidhjeve e
inekuacionit té dhéné éshté B = [2,4].
(b) Ngjashém sirasti (a). Kétu B = (—4,1).
(¢) Kétu z € (—o0,—5)U (5, 00).
(d) Dm.th. 3—2z >5 ose 3 —2x < —5, respektivisht = < —1 ose
x>4. Pra, B=(—o00,—1)U (4,00).
(e) Ngjashém si rasti (d). Bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné

11
éshté B = (—oo0, —1]U [5,oo>.

(f) Me ndihmén e pikave z; = —2 dhe x5 = —1, bashkésia e numrave
realé ndahet né katér intervale. Prandaj dallojmé kéto raste:

1. Pér z € (—o0,—-2], z+1 <0 dhe z+2 <0, prandaj |x+1| = —x—1 dhe
|xr+2| = —z—2. Tani inekuacioni e merr formén —x—1 > 2(—z—2), bashkésia e
zgjidhjeve e té cilit éshté intervali [—3.00,). Prandaj By = (—o0, —2]N[—3,00) =
[—3,—2].

2. Pér z€[-2,-1], x+1<0 dhe +2>0, prandaj [z +1|=—-z—1
dhe |z + 2| = x4+ 2. Tani inekuacioni e merr formén —z —1 > 2(z + 2),

5
bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté intervali (—oo,—?)]. Prandaj By =

~2,-1]N <—oo,—g} _ {—27—2].

3. Pér z €[-1,00), +1>0 dhe z+2 >0, prandaj [z +1]=x+1
dhe |z + 2| = x + 2. Tani inekuacioni e merr formén =z + 1 > 2(x + 2),
bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté intervali (—oo, —3]. Prandaj Bz = [—1,00)N
(—o00, —3] = (0. Pérfundimisht, bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté

5 5
PRI 1 e |
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Shembulli 3.44. Té zgjidhen inekuacionet

(a) (z—1)(x—4)>0, (b) (z+3)(x—5)<0,
(©) §:i>0’ (d) ifigo.

Zgjidhje. (a) Meqgenése prodhimi apo herési i dy shprehjeve éshté pozitiv
(negativ) atéheré dhe vetém atéheré, kur ato dy shprehje kané shenja té njéjta (té
kundérta), prandaj inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me sistemet

z—1>0 y r—1<0
z—4>0 r—4<0|
Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit té paré éshté B; = (4,00), ndérsa e té dytit

éshté By = (—00,1), prandaj bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté
B = Bl ) B2 = (—OO, 1) U (4, OO)

(b) Ngjashém, marrim sistemet

z+3<0 y z+3>0

z—5>0 r—5<0|
Bashkésia e zgjidhjeve e sistemit té paré éshté By = (), ndérsa e té dytit éshté
By = [-3,5], prandaj bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B =
By UB, =[-3,5).

(c¢) Inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me sistemet e inekuacioneve x—2 >
OAS—2 >0 ose —2<0A5—1x <0, respektivisht x € (2,5) = By ose
B2 = @ Pra, B = Bl = (2, 5)

(d) Duke patur parasysh se eméruesi i thyesés nuk guxon té jeté zero, prandaj
inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me sistemet e inekuacioneve z+3 < 0Az—4 >
0 ose v+3>0Az—4<0, respektivisht B; =0 ose By = [-3,4). Pra,
B = By UBy =[-3,4).

Shembulli 3.45. Té zgjidhen inekuacionet

z—1 3 5 —2x 1
2 b < =
(@ 5<% O 537579
6—x 20— 3
—2 d > 3.
© 2w B2
b
Zgjidhje. (a) Kéto jobarazime sé pari kthehen né formén xi 7 * 0, ku
x € {<,<,>,>} e pastaj zgjidhen si né shembullin paraprak. Vlen
-1 —1 — 4
- L S o0t

<t~ —-Z
x—2 2 -2 2 2(x —2)
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bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté B = (—o0,2) U (4, 00).
Né ményré analoge zgjidhen rastet tjera, prandaj vetém po i japim rezultatet:
(b) B = (—o0,—5)U][l,00).
(¢) B=1(3,4).
(d) B =[3,4).

Shembulli 3.46. Té zgjidhen inekuacionet

x—1 (2w+1)2
0
(a) :r2+2< ’ () x—5 >0,
(z—1)° |z — 1]
- >0

Zgjidhje. (a) Meqenése 2% 42 > 0 pér ¢do numér real z, atéheré
inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin z — 1 < 0. D.m.th. B =
(—OO, 1)

1
(b) Ngjashém, meqenése (2x +1)> >0 pér cdo = € R\ {—2}, prandaj
x—5>0. Dm.th. B=(5,00).

(c) Megenése (z—1)2 >0 pércdo = € R, atéheré z+2 > 0, respektivisht
x € (—2,00).

Vérejtje 3.2. Sikur té kishim shenjén > né vend té >, atéheré bashkésia
e zgjidhjeve e inekuacionit do té ishte B = (—2,1) U (1,00) (pse?).

(d) Megé |z —1] >0 pér¢do = € R\ {1}, atéheré z < 0. D.m.th.
B = (—00,0).

|z — 1]

Shembulli 3.47. Ta zgjidhim jobarazimin < 1.

Zgjidhje. Sé pari z # 0 (pse?), ndérsa binomi x —1 e ndérron shenjén né
pikén z =1, prandaj kemi rastet:

1. Pér z € (—o0,1]\{0}, 2 —1<0, prandaj |z —1] = —x + 1, ndérsa

inekuacioni merr formén — 1 < 0, bashkeésia e zgjidhjeve e té cilit éshté

(—00,0) U <;oo> D.m.th.x By = ((—o0, 1\ {0}) N (<(oo,0)U Goo» _
(—00,0) U (; 1].

2. Pér z € [1,00), * —1 > 0, prandaj inekuacioni i dhéné merr formén
z—1

1
—1 <0, respektivisht — > 0, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté (0, 00).
x
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Por z € [1,00), prandaj By = [1,00). Pérfundimisht, bashkésia e zgjidhjeve e
1
inekuacionit té dhéné éshté B = By U By = (—00,0) U <2, oo).

Detyra né lidhje me inekuacionet

1. Té zgjidhen inekuacionet

() 5x—1_3x—13<5x+1

“ 4 10 3
x—1 5(x+1)

b) 5———>24 —— 2

(0) 22t

() 22(2x—5)—(2z+1)? < -1,

Rez. (a) =€ B=(—00,3]; (b) xeB—(—oo,g}; (¢) x € B=(0,00).

8

2. Te zgjidhen sistemet e inekuacioneve

1
(@—12+(@-2?%>2a-3)?2-1 2(2c +1) >3 — ;x
(a) z-1 1-20 -3 1 (b) T T T
3 3 6 2 5 5
4 4
. B=0; (b B=|—,=-].
Rez. (a) =€ 0; (b) =€ <19,9>
3. Té zgjidhen inekuacionet
2 1
(@) 22+52-6<0, (¢ ””J‘:Q > 1,
x
1 1
(b) > o xi—’—l>0
t+27 3 (d) 2ar1 2"
Rez.
(a) Udhézim. Vlen 2?+ 5z —6 = (x — 1)(x +6). = € B =[-6,1].
(b) zeB=(-21].
(¢) ze€B=(4,00).

3
> 1 > (0 pérc¢do x € R, atéheré

>~ w

1\ 2
(d) Megenése x> —x+1= <:1;— 2) +

z+1>0, dmth. ze€B=[-100).
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Kapitulli IV
Ekuacioni kuadratik dhe funksioni kuadratik

4.1. Ekuacioni kuadratik

Pérkufizim 4.1.1. (Cdo ekuacion i formés
az® +br +c=0, (1)

apo qé mund té transformohet né kété formé, ku a,b,c € R dhe a # 0, ndérsa
x éshté e panjohura, quhet ekuacion kuadratik (i shkallés sé dyté) me njé té
panjohur.

)2 22-3 1
(aj_; ) — :E? =3 V322 -32+6=0
jané kuadratike, ndérsa ekuacionet 3 —3z? 44 =0, 7 —2r = 3, etj. nuk jané

kuadratike.

Ekuacionet z? — 8z +5 =0,

Pérkufizim 4.1.2. Cdo vieré o € R apo « € C e tillé qé kur x—in e
zévendésojmé me « ekuacioni shndérrohet né formulé té sakté, quhet zgjidhje e
ekuacionit.

D.m.th. bashkésia B e zgjidhjeve e ekuacionit (1) éshté
B={ala e R(a € C) V(aa’+ba+c=0)=T}. (2)

Ekuacioni kuadratik ¢do heré ka té paktén njé zgjidhje reale (té dyfishté) apo
komplekse. Pra, B # ().

Bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit 22+ 3x —4 = 0 éshté B = {1,—4},

~1+iV3 —1—iv§}
, ku

ndérsa e ekuacionit z2+z+1 =0 éshté B = { 5 5

2 =—1.

Nése né ekuacionin (1) ¢=0, atéheré forma e fituar az®+bxr =0 quhet
jo e plotée. Eshté e qarté se bashkésia e zgjidhjeve e kétyre ekuacioneve éshté

b={0,-2}.
Nése né ekuacionin (1) b= 0, atéheré ekuacioni (1) merr formén ax?+c =
0. N& kété rast bashkésia e zgjidhjeve éshté B = {—,/=<,/=<}.

Né vazhdim do té gjejmé formulat pér gjetjen e zgjidhjeve té ekuacionit (1).
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Ngjashém si te ekuacionet lineare, pér dy ekuacione kuadratike themi se jané
ekuivalente nése bashkésité e zgjidhjeve i kané té barabarta. Prandaj bashkésia e
zgjidhjeve e njé ekuacioni nuk ndérron nése:

1. Dy anét e tij i ndérrojné vendet,
2. Té dy anét e tij i shumézojmeé ose i pjesétojmé me njé shprehje té ndryshme
nga zero,

3. Té dy anéve té ekuacionit u shtojmé ose u zbresim shprehje té njéjta
algjebrike té shumézuara me ndonjé shprehje té njéjté, etj.

Ekuacioni (1) éshté ekuivalent me ekuacionin

2 2 b b? b? b\? 2
ax“+br+c=alz°+2—x+ — — te=alx+r—=—) - —+¢
a

2a" ' 4a?  4a? 2 4a
b 2 B2 — dac .
= Qa €T _— —_—_ — =
2a 4a
respektivisht
n b2 B b2 — dac
v 2a)  4a?
Tani
b? — dac
— =4
* o 2a|
q.d.m.th.

_ b Vb2 — 4dac
< 2a 2la|

Nése a > 0, atéheré ekuacioni (2) merr formén

b n Vb? — 4ac _ —b+ Vb2 — dac

2= 2 2a 2a

ndérsa pér a < 0, kemi

b | Vb*—dac —bF Vb* —4dac

= —— 4
71,2 2a —2a 2a

Meqenésé bashkésia e zgjidhjeve nuk varet nga renditja e tyre (elementeve), pérfundojmé
se formula pér gjetjen e zgjidhjeve té ekuacionit (1) éshté

—b+ Vb2 — 4dac

2a

(3)

1,2 =

Nése b éshté numér ¢ift, d.m.th. i formés b = 2k, k € Z, atéheré preferohet
formula mé e thjeshté

ZL‘LQ = . (3/)
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Nése D = b? — 4ac, atéheré formula (3) merr formén

—b++vVD

50 (4)

T12 =
prej nga shihet se natyra e zgjidhjeve té ekuacionit kuadratik (1) varen prej D
dhe ate:
1. Nése D > 0 zgjidhjet jané reale dhe té ndryshme,
2. Nése D =0 zgjidhjet jané reale dhe té barabarta x; = x5, dhe
3. Nése D <0 zgjidhjet jané té konjuguara komplekse, d.m.th. Z; = zs.

Pér kété arsye madhésia D quhet dallor (diskriminanté) e ekuacionit.

Rregullat e Viet—it

Po t’i mbledhim dhe pastaj shumézojmé zgjidhjet z; dhe x5 nga ekuacioni
(3), do té marrim

T+ T2 = — 5)

Tl T =

2l

té cilat formula njihen si formulat e Viet—it (Frangois Viete (1540-1603), matem-
atikan francez). Kéto luajné rol té réndésishém né matematiké. Me ndihmén e
tyre mund ta shkruajmeé ekuacionin kuadratik kur i dijmé zgjidhjet e tij.

Nése ekuacionin (1) e pjesétojme me a(a # 0) dhe zévendésojmé — = p
a

c
dhe — = ¢, atéheré ekuacioni (1) merr formén 22 + px + ¢ =0, e cila quhet

forma normale e ekuacionit té shkallés sé dyté, ndérsa rregullat e Viet—it do té
jené

$1+$2:—P}. (5)

T1-T2 =(
Duke i shfrytézuar rregullat e Viet—it, marrim identitetin
az® +bx +c=a(r — x1)(x — 12), (6)

ku z1,22 jané zgjidhjet e ekuacionit ax? + bx + ¢ = 0.

Shembulli 4.1. T’i zgjidhim ekuacionet gé vijojné

(a) 42> —-9=0, (b)32>—6x=0, (c)a’+3x—-4=0, (d)a®—4x+4=0.

Zgjidhje. (a) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacioni z? = T prej

9 3
nga marrim se x;2 = +4/— = £—, respektivisht bashkésia e zgjidhjeve éshté

\ 4 2’
B={-3.3}.
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(b) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacioni x(x —2) =0 (mé paré
kemi pjesétuar me 3 e pastaj kemi faktorizuar x—in). Zgjidhjet e ekuacionit té
fundit jané x; = 0,z2 = 2, respektivisht bashkésia e zgjidhjeve éshté B = {0, 2}.

(¢) Né kété rast zbatojmé formulén (3). Duhet patur kujdes gjaté leximit
té koeficientéve a,b dhe ¢, vecganérisht kur kemi té béjmé me ekuacione ku
na paraqiten edhe parametra. Po ashtu preferohet qé sé pari té njehsohet dallori
D = b?> — 4ac né ményré qé menjéheré té kemi pasqyrén e sakté pér natyrén e
zgjidhjeve. Né kété rast kemi a = 1,b=3,c = —4, ndérsa D =3%—4-1-(—4) =
25 > 0. D.m.th. zgjidhjet jané reale dhe té ndryshme. Pra

-3++v25 345
2 2

T1,2 =

respektivisht z1 = —4, 25, = 1.
(d) Né kétérast a=1,b=—4,c=4, ndérsa D =0. D.m.th. z; =z =

b
~5g = 2. Pra B={2}.

Po ta vérejmé me kujdes trinomin z? — 4z + 4, atéheré pérfundojmé se ai
éshté katror i binomit = — 2. Prandaj ekuacioni éshté ekuivalent me ekuacionin
(x —2)2 =0, respektivisht o —2 = 0. Meqé ekuacioni éshté i shkalllés sé dyté,
pérfundojmeé se 1 = zo = 2.

Shembulli 4.2. Té zgjidhen ekuacionet

(x—2)% + (22 + 3)* = 13 — 4u,

(22 —15)(22 = 7) — (x — 36)(z — 8) + 36 = 0,
a’z? + bx = b*2? + ax,

(y —m)? + (y +n)* = m? + n?

—

a
b

c
d

—~
~— ~— — ~—

—~

Zgjidhje. (a) Ekuacioniidhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 522412z =

12
0. Prandaj x; =0, ndérsa xo = %

(b) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivlaent me ekuacionin z? = 49, prandaj
xr1 = —7, ndérsa x5 =7T.

(¢) Kujdes! Né té shumtén e rasteve sudentét sé pari pjesétojné me z te
ekuacionet e formés (c), qé éshté njé gabim trashanik, sepse né até rast humbet
njé zgjidhje z; = 0. Prandaj pjesétimi lejohet vetém me shprehje pér té cilat
jemi té sigurté se jané té ndryshme nga zero, p.sh. konstantet, apo shprehjet
22+1>0, —(22+4) <0, kux € R, etj.

Ekuacioni i dhéné né rastin (c) @éshté ekuivalent me ekuacionin x(z(a? —

b*) + (b—a)) =0, prandaj z =0, ose z(a®—"b*)+ (b—a)=0. Tani dallojmé
dy raste:
a—b

1. Nése a? #b%, dm.th. a#b dhe a# —b atéheré x = @—b)atb =

_ 1
— Dmih B= {025}
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2. Nése a = b, pas zévendésimit né ekuacionin fillestar marrim ekuacionin
a’z? + ax = a’2? + ax, pér té cilin bashkésia e zgjidhjeve éshté e téré bashkésia
e numrave realé R ose kompleksé C. Pra B=R (B =C).

3. Nése a = —b # 0, pas zévendésimit né ekuacionin fillestar marrim

ekuacionin a?z? + ax = a®2? — ax, i cili éshté ekuivalent me ekuacionin 2az = 0

pér té cilin bashkésia e zgjidhjeve éshté B = {0}, ndérsa pér a = b =0 bashkésia
e zgjidhjeve éshté e téré bashkésia e numrave realé R. Pra B = R.

(d) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin y? — (m + n)y = 0,
prej nga pér bashkeési té zgjidhjeve kemi B = {0, m — n}.

Shembulli 4.3. Té caktohet bashkésia e zgjidhjeve e ekuacioneve

(a) 2% —(3+2VH)r+7+3V5=0,
(b) 2*—(3-2vV2)x+4-3V2=0,
(¢) (14+v2)a?—-2(1—-V2)z—3V2+1=0.

Zgjidhje. (a) Kétu D =b? —4ac=1, prandaj B = {2 +5,1+ \/5}
(b) Ngjashém D =b? —4ac =1, prandaj B = {2 —V2,1— \/i}

(c) Kétu a=14++v2,b=—-2(1-v2),c=—-3vV2+1, D =b*>—4dac=32 >0,

1—-3V2
daj B=<1,—= %1 =101,4/2-7}.
pranda; { 1+ﬁ} (L7}

Shembulli 4.4. Né vazhdim do t’i zgjidhim disa ekuacione ku e panjohura
paragitet nén vlerén absolute.
(@) |z—1] |z +2| =4, (b) 2x|z—3|+|x+5|=0,
(¢) |o* —8x+12| =2 — 8z + 12, (d) 2%+ |z + 3|+ |z — 3| = 4,5|z| + 6,

Zgjidhje. (a) Meqé pér = = 1(—2) vlerat absolute anulohen, prandaj
zgjidhjet 1 kérkojmé né kéto intervale (—oo,—2],(—2,1], (1, 00).

1. Pér z € (—o0,—2], z—1 < 0,2+2 <0, prandaj |[z—1| = —(z—1), |z+2| =
—(z + 2). Tani zévendésojmé né ekuacion dhe marrim:
—(z-1)(~(z+2)=d<=2'+2-6=0<= 11 = —3,20 = 2.
Meqé vetém x; = —3 € (—oo,—2], prandaj vetém kjo éshté zgjidhje. Pra
B; ={-3}.
2. Pér v e (2,1}, x—1<0,242 >0, prandaj |z—1| = —(z—1),|z+2|=

x 4 2. Tani zévendésojmé né ekuacion dhe marrim:

—(z—1)(z+2)=d4<= -2’ -z -2=0<=2+2+2=0.
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Meqé D = —7 < 0 pérfundojmé se ekuacioni nuk ka zgjidhje né intervalin (-2, 1].
Pra BQ = @

3. Pér z € (1,00), z—1 > 0,2+2 > 0, prandaj |z—1| =z—1,|z+2| = z+2.
Tani pas zévendésimit né ekuacion marrim

(z—-1)(z+2)=d<=2"+2-6=0<=1; = 3,79 = 2.

Meqé vetém z9 =2 € (1,00), prandaj vetém kjo éshté zgjidhje e ekuacionit. Pra
B3 = {2}. Késhtu, bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit fillestar éshté

B =By UByUBs={-3,2}.

(b) Ngjashém si né rastin (a) dallojmé rastet:

1. Pér z € (—o00,-5), -3 <0,2+5 <0, prandaj |z — 3| = —(z — 3),
|z+5| = —(z+5). Zévendésojmé né ekuacion dhe marrim —2z(x—3)—(z+5) =0,
respektivisht —222 452z —5=0. Meqé D = —15 < 0, pérfundojmé se ekuacioni
nuk zgjidhje né intervalin (—oo, —5). Pra B; = ).

2. Pér z € [-5,3), x—3 < 0,z+5 >0, prandaj |z — 3| = —(z — 3)
|r+5| =x+5. Pas zévendésimit né ekuacion marrim —2z(x —3) + (z +5) =0,

—74+ /89

respektivisht —22%+ 7245 = 0. zgjidhjet e té cilit jané z1 5 = —— Meqgé
—7+v89 7-—+89
vetém x; = + = € [-5,3), prandaj vetém kjo éshté zgjidhje,

1 1
dm.th. By = {={21.

3. Pér z € [3,00), x—3 > 0,245 > 0, prandaj |[zr—3| =x—3 |z+5| = x+5.
Zévendésojmé né ekuacion dhe marrim 2x(x — 3) + (v +5) = 0, respektivisht
202 —5x+5=0. Meq¢ D = —15 < 0, pérfundojmé se ekuacioni nuk zgjidhje
né intervalin [3,00). Pra Bz = (. Pérfundimisht

7—\/@}

B:BluBguBgz{ 1

(c) Né bazé té pérkufizimit té vlerés absolute, ekuacioni nén rastin (c) éshté
i sakté pér té gjitha vlerat = € R pér té cilat 22 — 8z + 12 > 0. Jobarazimi i
fundit éshté ekuivalent me jobarazimin (z—2)(z —6) > 0, bashkésia e zgjidhjeve
e té cilit éshté B = (—o00,2] U [6,00), qé njékohésisht paraget edhe bashkésiné e
zgjidhjeve té ekuacionit.

(d) Ngjashém si né rastet (a) dhe (b), dallojmé rastet

1. Pér =z € (—00,-3], ©+3 <0,z —3 <0,z <0, prandaj |z + 3| =
—(z+3),|z — 3] = —(z —3),|z| = —z. Ekuacioni i dhéné merr formén z? — (z +
3) — (z—3) = —4,5x +6, icili éshté ekuivalent me ekuacionin 2+ 2.5z — 6 = 0,
zgjidhjet e té cilit jané z7 = —4,29 = 1.5. Meqé =z; € (—o0,—3|, ndérsa
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x9 & (—o0,—3], pérfundojmé se vetém x; = —4 &éshté zgjidhje e ekuacionit.
D.mn.th. By = {—4}.

2. Pér z € (-3,0], z+3 > 0,2—3 < 0,z < 0, prandaj |x+3| = 243, |[x—3| =
—(z = 3),|x| = —x. Ekuacioni i dhéné merr formén z2 + (z +3) — (v — 3) =
—4, 5246, i cili éshté ekuivalent me ekuacionin 2 +4, 5z = 0, zgjidhjet e té cilit
jané x1 = 0,29 = —4,5. Meqé z; € (—3,0], ndérsa x5 & (—3,0], pérfundojmé
se vetém x1; = 0 éshté zgjidhje e ekuacionit. D.m.th. By = {0}.

3. Pér x € (0,3], z+3>0,2—3 <0,z >0, prandaj |z+3| =z+3,|z—3| =
—(z—3),|z| = . Ekuacioni i dhéné merr formén z2+(x+3)— (z—3) = 4,52 +6,
i cili éshté ekuivalent me ekuacionin % — 4,52z = 0, zgjidhjet e té cilit jané
21 =0,29 =4,5. Meqé x1,z2 & (0,3], pérfundojmé se Bz = ().

4. Pér z € (3,00), z+3 > 0,2—3 > 0,2 > 0, prandaj |z+3| = z+3, |z—3| =
r —3,|z| = . Ekuacioni i dhéné merr formén z2 + (z+3) + (z — 3) = 4,52 + 6,
i cili éshté ekuivalent me ekuacionin z? — 2.5z — 6 = 0, zgjidhjet e té cilit jané
x1 = 4,20 = —1.5. Meqé =1 € (3,00), ndérsa x5 ¢ (3,00), pérfundojmé se
vetém x; =4 &éshté zgjidhje e ekuacionit. D.m.th. By = {4}.

Pérfundimisht, bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit z? + |z + 3| + |z — 3| =
4,5|z| 4+ 6 éshté

B= él B, = {~4,0,4)

Vérejtje 4.1. Vérejmé qé né rastin 2 kemi konstatuar se 0 éshté zgjidhje
e ekuacionit, ndérsa né rastin 3 kemi shénuar se nuk éshté zgjidhje. Q€ t’i ikim
késaj situate té pakéndshme, preferohet gé intervalet e shqyrtimit té merren té
mbyllura apo gjysmé té mbyllura. D.m.th. né rastin 2 z € (—3,0], ndérsa edhe
né rastin 3 = € [0,3]. Pra 0 dy heré shqyrtohet nése éshté zgjidhje e ekuacionit.

Vérejtje 4.2. Nése e studiojmé me kujdes ekuacionin, vérejmé se ai éshté
simetrik, ndaj numrit 0, d.m.th. nése f(z) =22+ v+ 3|+ |v —3| —4,5|z| -6
atéheré f(—z) = f(x). Prandaj mjafton t’i gjejmé zgjidhjet vetém né intervalin
[0,00) e pastaj t'i marrim edhe ato simetrike ndaj numrit 0. (Shih zgjidhjet —4
dhe 4).

Shembulli 4.5. Caktoni parametrin real m né ményré qé ekuacionet

(a) 42> =2(m+ Dz +m?> —=3m—1=0, (b) 2> —2(m —2)z — (2m —4) =0,
(c) 2% +2(3 —m)z +2m — 3 =0, (d) 3ma? +2(3m 4+ 4)x +3m — 5 =0,

té kené zgjidhje reale té dyfishté.

Zgjidhje. (a) Ekuacioni kuadratik ka vetém njé zgjidhje (dhe até reale)
atéheré dhe vetém atéheré, nése D = b? —dac = 0. D.m.th. (=2(m+1))2 —4.
4(m? —3m —1) = 0, respektivisht —3m? +14m +5 =0, zgjidhjet e té cilit jané

mp =95 dhe mo = —3 D.m.th. pér m € {5, —%} ekuacioni i dhéné ka vetém

m+1

1 ) dhe ate:

njé zgjidhje (x1 =z =
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1. Pér m=5 xlzxgzg dhe

1 1
2. Pér m:—g $1:$2:6.

Né ményré analoge zgjidhen rastet (b),(c) dhe (d).

Shembulli 4.6. Pér vlera té ndryshme té parametrit real k£ té shqyrtohen
dhe té zgjidhen ekuacionet:

(a) (k—2)2>—(k+1)z+k+1=0, (b) (k—2)2® —(k+1)z+4=0,
() (4k —3)2? +23k —2)x+7—-6k=0, (d) k*2?—Ek(5k+ 1)z — (4k+2) =0.

Zgjidhje. (a) Meqé natyra e zgjidhjeve té njé ekuacioni kuadratik varet
nga dallori (diskriminanta) D = b? — 4ac, prandaj sé pari njehsojmé D. Vlera
e D éshté

D=k+1)?-4k-2)(k+1) =k +2k+1—-4k*> -k —2) = —3k> +6k+9
=-3(k* -2k —3)=—-3(k—3)(k+1).

Dallojmé rastet:

1. Nése D =0, dm.th. k € {3,—1} ekuacioni (a) ka vetém njé zgjidhje

1
(t6 dyfishtd), z, = z2 = 2(’{];12) dhe ate:
3+1
(la) Pér k=3, $1:l‘2:2(3+_2):2 dhe
—-1+1
1) Pér k=—1, a1 =an=————_ =0.
(1b) Pér k , T1 = To 31=2) 0

2. Nése D >0, dm.th. k€ (—1,3) ekuacioni i dhéné ka dy zgjidhje reale
té ndryshme

k+1++/-3k-3)(k+1)
2(k — 2)

T1,2 =

3. Nése D <0, dm.th. k€ (—oo,—1)U(3,00) ekuacioni i dhéné nuk ka
zgjidhje reale, por ka dy zgjidhje té konjuguara komplekse

k+1+iy/3(k—3)(k+1)
2(k — 2) ‘

T1,2 =

Né ményré té ngjashme shqyrtohen rastet tjera.

Né vazhdim t’i shohim ca zbatime té rregullave té Viet-it.
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Shembulli 4.7. Formoni ekuacionin kuadratik zgjidhjet e té cilit jané

8 3
(a) 1’1:—77$2:—3, <b) $1:§7x2:§7

= =5- 5+ 3v2 5—3v?2
() w1=5+V2m=5-V2, () , OHVZ - 5-3V2

(€) @1 =2+ 3,00 =2 3, 6 6
(f) 1 =34+V3 i, 25 =3—V3-i.

Zgjidhje. (a) E konsiderojmé ekuacionin e kérkuar né formén az?+br+c =
0, i cili éshté ekuivalent me ekuacionin x?+pr+q = 0 (forma normale e ekuacionit
b
kuadratik), ku p = —,q = € dhe pastaj caktojmé koeficientét p dhe ¢. Né
a a
bazé té rregullave té Viet-it kemi:
T+ a9 =—-p<=p=—(—7+(-3)) =10,
T Ty =q = q=(-7)(-3)) =21
D.m.th. ekuacioni i kérkuar éshté 2% + 10z + 21 = 0.
Ngjashém zgjidhen rastet tjera.

Shembulli 4.8. Nése z;,zy jané zgjidhjet e ekuacionit 322 —x —7 =0,
atéheré pa i gjetur zgjidhjet z; dhe x5 njehsoni

(@) 23 +23, (b)) 2%-23, (¢) 4234 323wy + 32125 + 43,

Zgjidhje. (a) Né bazé té rregullave té Viet-it kemi

b 1 c 7
$1+x2:—a:§, xl'l'QZE:—g.

Tani
3, .3 2 oy 1 9 1/1 -7
Ty + x5 = (21 + 22) (2] — 1122 + 23) = g((xl + x2)° — 3w122) = 3\l9~ 3—

A\ 3
;)

3\9 3 9

_77\3 3
(b) Vlen a?-a3 = (z1-22)° = (5)" = - ()"
(¢) Vlen
3
4 -7 1 193
423 +32 w0 +3m1 25 +425 = 4(2+23)+3z1 22 (T2 421) = 4- (3> e

Shembulli 4.9. Nése z1,7o jané zgjidhjet e ekuacionit 5z — 3z —1 =0,
atéheré pa i gjetur zgjidhjet z; dhe x5 njehsoni

(a) 223 — 322wy + 205 — 32123,

x x x T 1 1 2
) = +—— 2+ — +<—),

r2 xT2+1 =z z1+1 T1 X2
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Zgjidhje. (a) Si né shembullin e méparshém kemi x; + 2o = % dhe

Ty Ty = —%. Tani

223 — 3x3xy + 225 — 3xyw3 = 2(2 + 23) — 3x120(2y + 10)

1
= 2($1 + «TQ)((l'l + x2)2 - 3%11’2) +3- 5

o 3 ((3Y 3 9 189
75 5 5 25 125

o] W

(b) Vlen
T T To To 1 1\? :L‘% + m% x% +x1 + x% + x5
— + + +|———] =
o To +1 1 1+ 1 T T2 T1T2 (:El + 1)(.’1)2 + 1)

2 —2x120 + 22 2%+ 22 1 22+ 22+
L 2122 2 _ " 2 (14 T 1 2 1r2
175 T1T2 T1To 12+ 1 + a2+ 1
1114
35

Shembulli 4.10. Pa e zgjidhur ekuacionin kuadratik, caktoni parametrin
real m né ményré qé zgjidhjet e tij té plotésojné relacionin e dhéneé.

(a) 22%+5z+2m? —4m +2 =0, Ty — 2ry = 1,
(b)  (m+2)2* —3max +2m = 0, 2x1 — x93 = 3,
(¢) 3(m—1)z® —4(m—1)z+2m—1=0, xf B 3?7 5
(d) (m—2)22—2(m—1)z+m=0, =

zy x5 4

Zgjidhje. (a) Nga rregullat e Viet—it marrim z; + 29 = ——, ndérsa

Ty = m? —2m + 1 = (m — 1)2. Nga sistemi i ekuacioneve

5
$1+$2:—§

.%'1—2.%'2:1

marrim se x; = —3 dhe x5 = ~5 Kéto vlera i zévendésojmeé né ekuacionin

V14

122 = (m — 1)? marrim se myo =14 3
(b) Ngjashém,

2m
T = U
_ 3m
ntT =T

2$1—$2:3
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marrim se m = —1, ndérsa z; = 0.5 dhe x5 = —2.
Né ményré analoge shqyrtohen dy rastet e mbetura.
Shembulli 4.11. Pér cilat vlera té parametrit real m ekuacionet
(@) 222 —(B3m+2)x+1=0 dhe 42?— (9m —2)z+2=0,
(b) 2°+mzr—2m=0 dhe z*—2mzr+m=0,
kané zgjidhje té pérbashkéta 7
Zgjidhje. (a) Né bazé té rregullave té Viet—it dhe kushteve té detyrés kemi

3m+2  9m—2
2 4

1
<~— m =2 dhe afl‘xgzi.

(b) Ngjashém,
—m=2m dhe —-2m=m<=m=0.
Né vazhdim do té shohim réndésiné e identitetit
az® +br +c = a(x — x1)(z — 22)

né faktorizimin e polinomeve té shkallés sé dyté.

Shembulli 4.12. Té¢ thjeshtohen thyesat

(a) 472 — 192 + 12 a?+6a+ 8
a b —7
1222 —2 — 6 ) a3 + 5a2 +4a
% — dax + 3a? xt — Tad 4+ 1222

(<) 2?2 — (a+b)z +ab’ (d) 323 — 48z

Zgjidhje. (a) Sé pari njehsojmé 1,75 pér trinomin 4z? — 19z +12. Pra

19+13 3
T2 = T = -, T2 =4,
’ 8
d.m.th. ;
4x2—19x+12:4<x—4>(x—4):(4x—3)(x—4).
Ngjashém,
2 — 2 3N _
122 —x — 6 =12 x—f—g z=7 = 3z +2)(4z — 3).
Tani,

422 =192 4+12 (dz—3)(x—4) x—4
1222 —2—6  (3x+2)(4r—3) 3x+2’

>

2
x#_gv

Ngjashém zgjidhen rastet tjera.
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Shembulli 4.13. Nése nga katrori i njé numri = zbresim prodhimin a atij
numri me numrin 7 marrim ndryshimin i cili éshté tri heré mé i madh se veté
numri z. Caktoni numrin e tillé.

Zgjidhje. Nga kushti i detyrés kemi ekuacionin z? — 7z = 3x, prej nga
marrim se z € {0,10}.

Shembulli 4.14. Caktoni ata tre numra té ploté, ¢ift dhe fqinj ashtu qé
shuma e katroréve té tyre té jeté 200.

Zgjidhje. Nése 2z éshté numri i paré dhe cift, atéheré dy numrat tjeré
pasues jané 2(z + 1) dhe 2(x 4+ 2). Prandaj

42° + 4(x + 12 + 4(z +2)? = 200 <= 2* + 22 — 15 = 0.

Pasi ta zgjidhim kété ekuacion, marrim gé numrat e kérkuar jané {—10,—-8,—6}
respektivisht {6,8,10}.

Shembulli 4.15. Nése dy punétoré punojné sé bashku, atéheré ata e kryejné
njé puné A pér 12 dité. Nése punojné ndaras, atéheré njérit i duhen 10 dité
mé tepér se tjetrit pér ta pérfunduar té njéjtén puné A. Nga sa dité u nevojiten
secilit punétor pér ta kryer punén A7

Zgjidhje. Nése me x shénojmé numrin e ditéve gé i duhen punétorit me té
7shkathét” pér ta kryer punén A, atéheré tjetrit do t’i duhen x4+ 10 dité. Tani
vlen ekuacioni

1 1 1

T zr10 12

i cili éshté ekuivalent me ekuacionin 2% — 14z — 120 = 0, zgjidhjet e té cilit jané
1 =20 dhe x5 = —6. Meqé fjala éshté pér numér té ditéve, atéheré xo = —6
nuk mund té jeté zgjidhje e problemit. Prandaj x = xy = 20. D.m.th. punétorit
té "shkathét” i nevojiten 20 dité, ndérsa tjetrit 30.

2
Shembulli 4.16. Lartésia e njé trekéndéshi barakrahésh éshté sa 3 e bazés.

Nése syprina e tij éshté 48 cm?

86 tij.

, atéheré caktoni gjatésiné e brinjéve dhe lartésisé

Zgjidhje. Meqé syprina e trekéndéshit éshté

aha _ bhy  che

2
dhe faktit se h, = 3% marrim ekuacionin

2 2
2S:aha:a~§a:§a2,

2 =144, qé dm.th. a = 12cm, kurse h, = S8cm.

respektivisht «
Né bazé té teoremés sé Pitagorés kemi

2
b2:h§—|—%:100:>b:10cm.
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Nése na duhet té njehsojmé edhe lartésiné hy, atéheré nga ekuacioni (%) marrim

h 48
se ah, = bhy, respektivisht h; = aba =+ cm.
Fig. 4.1

Shembulli 4.17. Né cilin shumékéndésh numri i diagonaleve éshté i barabrté
me numrin e brinjéve?

Zgjidhje. Numri d(n) i diagonaleve té n—kéndéshit konveks éshté d(n) =
n(n — 3) n(n —3)

Nga kushti i detyrés kemi qé d(n) = 5

=n, prej nga marrim

se n=>5.

4.2. Ekuacioni bikuadratik
Pérkufizim 4.2.1. Ekuacioni i formés
ax* + b2’ +c=0, a#0 (8)
quhet ekuacion bikuadratik.

Zgjidhja e kétyre ekuacioneve realizohet me ndihmén e zévendésimit z? = t,
pas té cilit ekuacioni (8) béhet i formés kuadratike at? + bt +c = 0. Pasi ta
zgjidhim sipas t, vlerat t; dhe t, izévendésojmé né ekuacionin 22 =t, prej
nga marrim se z2 = £/t1 dhe z34 = £/t2.

Shembulli 4.18. Té zgjidhen ekuacionet bikuadratike

() z*—42>+3=0, (b) 2*—522—-36=0,
() 2* =922 4+20=0, (c) 2*+402®+144=0.

Zgjidhje. (a) Pas zévendésimit z? = t, ekuacioni transformohet né
ekuacionin t2 — 4t + 3 = 0, zgjidhjet e té cilit jané t; = 1,t, = 3, ndérsa
1,2 = +1 dhe T34 = :E\/g

Né ményré analoge zgjidhen ekuacionet tjera.
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Detyra né lidhje e ekuacionet kuadratike dhe ato bikuadratike

1. Caktoni bashkésiné e zgjidhjeve té ekuacioneve

322 —1 2a;+1_ac2—2 1
(@ —S—+—3 71 *3
(2z+3)* 3z—-2 11

3 5 5’

(© x—1+£2_3(x—1) r+11

73 2 = 8 24
1 1 1 1

d —0,

(d) :U—|—1+;U+2+x—1+a:—2

() 20 -1 3r+1 _ x—=20
2+2r—-3 (z—1)(z—-5) 22-22—15
z(x +5) r4+1  2x-—2 12(z — 1)

22 —8x+12 x+7 x4+7 a22—-8rx+12°

2. Té zgjidhen sipas z—it (a,b—parametra) ekuacionet

(a) %4 2bx —a®+8ab— 150> =0, (b) 2> —3ax+2a*+a—1=0,

() z*+a"z=a" +a'", (e) (a*—b*)z? — (a®> +bH)x +ab=0.
3.
2x —5 7— 3z x—4 (x — 3)?
(a) + 2 - + 2 Y
r—11 (x—6)2+1 2—-11 (z—6)2+1
(0) z(z +5) r 4 3z + 16
22 —8r+29 z+4+5 x+5 22—-8r+29
(©) 1 1 1 n 1
c — =
22-3x—-10 22+ Tx+10 22-4  22—-7x+10’
(d) z+1 . x 2r -3 18
22 —3z  222-18 22+3z 10z -30
4.
(@) |lz—1]+2*>-324+2=0, (b) z*—3z|+2=0,
() 2% —8|z|+15=0, (d) 2> +2x—3lz=1/+3=0.
5. Caktoni bashkésiné e zgjidhjeve té ekuacioneve, ku m,n jané parametra
realé.
2 2 1 1 1 1
(@) —— 4+ —14nx, () + - — 4,
m-—x T—m r—m T—m m n
r—n x—m 10 r+m x—-n 3
= — d — = —
(c) r—m x-n 3 (4) r—n z+m 2
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6. Tregoni se njéra zgjidhje e ekuacionit
222 — (a+b)x +Vabla+b—22) =0, abeR

éshté mesi aritmetik i numrave a dhe b, ndérsa tjetra éshté mesi gjeometrik
i a dhe b.

Udhézim. Mes aritmetik (gjeometrik) i dy numrave a dhe b quhet numri
a+b
5 (Vab).

7. Tregoni se njéra zgjidhje e ekuacionit

2(a+b)x® — (a +b)*x —2ab(2z —a —b) =0, a,beR
éshté mesi aritmetik i numrave a dhe b, ndérsa tjetra éshté mesi harmonik
i a dhe b.
Udhézim. Mes harmonik i dy numrave a # 0 dhe b # 0 quhet numri

T3\ 2
) TIeg

8. Pér vlera té ndryshme té parametrit real m shqyrtoni natyrén e zgjidhjeve
té ekuacioneve

(@) (m+1)2*+2(m—1z+4m+1=0,
(b @2m—1)z*+(m+2)x+m—1=0,

(©) 2x _ 1 _x2+8
m2+3m 3a—a2 a2-9’

— 10 44
(d) "=+ ——+ = 0.

z—2 r+2 x22-4

9. Nése a,m,n jané numra realé, atéheré tregoni se zgjidhjet e ekuacionit

1 1 1
= a#0

+ —,
r—m r—n a

jané reale.

Udhézim. Pasi ta keni kthyer ekuacionin né formén (1), duhet té tregoni

se dallori D = b? — 4ac éshté jonegativ pér a,m,n € R, ku a # 0.
i ioni 2 . V5 —1
10. Pa e zgjidhur ekuacionin x4+ —1 = 0 tregoni se numrat z; = m
V541
V5 +3

Udhézim. Shfrytézoni rregullat e Viet—it

dhe x5 = jané zgjidhjet e tij.

T+ Tg = —

2l |c

T, T =
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11. Pai zgjidhur ekuacionet qé vijojné, té caktohet parametri real m né ményré
qé zgjidhjet x; dhe x5 té plotésojné kushtin e dhéné.

(@) 2> —maz—m?—5=0, 2r1 + 210 — 2172 = 8,
(b) 2% —2max+m?+1=0, i + a3 = 16,

() (m—2)z® —2mz +2m —3 =0, 37 + 323 = 1073,
(@) @+ (m-3r+l-2m=0,  —L+—==-6

() 2*—z+m=0, P al =T

(f) ma*—(@m+1)z+1=0, T2 + 2220 = 4.

12. Caktoni parametrin real m né ményré qé shuma e katroréve té zgjidhjeve té
ekuacionit (m —2)z? —2(m+ 1)z +m+3 =0 t& jeté e barabarté me 52.

13. Caktoni parametrin real m né ményré qé shuma e kubeve e zgjidhjeve té
ekuacionit z? —2(3m — 1)z +2m + 3 =0 té jeté e barabarté me shumén e
veté zgjidhjeve.

14. Nése z; dhe o jané zgjidhjet e ekuacionit axz? + bx + ¢ = 0, (a # 0),
atéheré njehsoni

1 1
2 2 A4 3 3
@ at+ad O —+— @ al+al @

15. Caktoni parametrin real k& né ményré qé zgjidhjet e ekuacionit (k — 1)x? +
(k—=5)x — (k+2) =0 té plotésojné jobarazimet:

1 1
(@) —+—>2, (b)) 2ai+235<2,  (¢) afize+aas<2.

15. Caktoni parametrin real m né ményré qé zgjidhjet e ekuacionit z? — (m +
3)x+m+2 =0 té plotésojné sistemin e jobarazimeve

—+ —> - ANzl + d.
X 2>2 x] + a5 <

16. Caktoni ata tre numra té ploté dhe té njépasnjéshém té tillé gé shuma e
katroréve té tyre éshté 110.

17. Cilét jané ata dy numra té ploté dhe té njépasnjéshém té tillé gé ndryshimi i
kubeve té tyre té jeté 91.

18. Gjeni até numér dyshifror, shifra e njéshéve e té cilit éshté pér njé mé e madhe
se shifra e dhjetsheve, ndérsa prodhimi i atij numri me shumén e shifrave té
tij éshté 616.
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19.

20.
21.

22.

Dy g¢eshme e mbushin njé pishiné pér 1% oré. Nése njéra do ta mbushte
pishinén dy oré mé shpejt se tjetra, atéheré gjeni kohén pér té cilén secila
ceshme ndaras do ta mbushte pishinén.

Cili shumékéndésh ka 170 diagonale?

Brinja e njérit katror éshté pér 2m mé e gjaté se brinja e katrorit tjetér.

Nése syprinat e tyre géndrojné né raport sikur 7 atéheré njehsoni gjatésité

e brinjéve té tyre.

Té zgjidhen ekuacionet bikuadratike

(a) *—1092 4 900 = 0, (b) 2* - 9%:52 +1=0,

4 2 _

(¢) 42" =172 4+4=0, (d) (42 1 5) (22 — 5) = 622,
2 2 2 2

(€) (27+2)7+ (2" =3)" =625, () 9504 — 2992 — 324 = 0.
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4.3. Funksioni kuadratik y = a2 +bx+c
Pérkufizim 4.3.1. Funksioni f:R — R i pérkufizuar me barazimin
fx)=az? +brx+c (a#0) (1)
quhet funksion kuadratik. Grafiku i funksionit (1) quhet parabolé.

Relacioni (1) éshté ekuivalent me barazimin

b>2_b2—4ac

f(x)—a(ac—i—za 1o (2)

i cili quhet forma kanonike e funksionit (1). Pér arsye té thjeshtésimit, barazi-
minin (2) shpesh e shkruajmé né formén

f@)=a(@—a)+5, (3)

ku
a:—i Bz_w'

4
2a’ 4a (4)

b
Nga relacioni (2), gjegjésisht (3), vérejmé se pér = =« = ~5a funksioni arrin

a
vlerén ekstreme dhe ate pér a < 0 maksimum, ndérsa pér a > 0 minimum té

b? — 4
barabarté me _Tac' Pika K(«, ) quhet kulmii parabolés.
a

Po ashtu, nuk éshté véshtiré pér té pérfunduar se pér a > 0 funksioni (1)

éshté monotono—zvogélues né intervalin | —oo, —2], ndérsa éshté monotono—
a

rrités né intervalin [—2, oo). Né pikén o funksioni arrin vlerén minimale
a a

b? — dac
té barabarté me e - Yrmin -
a

b b
Me té vérteté, pér x1,xo € (—oo, —2,] dhe 1 < x5 rrjedh qé 1 < —2—;
a a

b b b ) b\? b\’ )
r9o < ——dhez1+ — <x9+— <0. Késhtu (21 + — | > |zo+ — | . Meqé
2a 2a 2a 2a 2a
a > 0, prandaj

b\? b2 —dac b\? b2 —dac
f(xz1) =a <331 + 20,) 1 >a <$2 + 2a> 1a f(x2)
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b
Kjo do té thoté se funksioni éshté monotono—zvogélues né intervalin (—oo, —2] .
a
. . b . . b
Ngjashém, pér pér z1,z9 € —55 dhe 1 < x9 rrjedh qé x1 > 5
a a

b b b b\’ b\° )
Tog > —— dhe0 <1+ — < a0+ —. Késhtu (21 + — | < |x2+ — ] . Meqgé
2a 2a 2a 2a 2a

a > 0, prandaj

b\> b2 —dac b\ b —dac
f(xl):a'<$1+2a) _4a§a'<x2+2a> —T:f(x2)'

Kjo do té thoté se funksioni éshté monotono-rrités né intervalin [ 00) (shih

fig. 4.2, fig. 4.3, fig. 4.4).

—52

Né ményré analoge, pér a < 0 funksioni (1) éshté monotono—rrités né inter-

. < b
valin | —oo, —

b
2}, ndérsa éshté monotono—zvogélues né intervalin [—, oo).
a

2a

Prandaj né pikén =z = o — % funksioni arrin vlerén maksimale té barabarté me
a

2
—4
f¥ = B = Ymax (shih fig. 4.5, fig. 4.6, fig. 4.7). Pika K(«, 3) paraqet

kulmin e parabolés.

Prandaj, funksioni (1) ka minimum (maksimum) varésisht nga fakti se a > 0
(a <0).

Nése ekuacioni f(z) = az?+bx+c =0 ka zgjidhje reale té ndryshme z1, o,
dm.th. D = b®> —4ac > 0, gjeometrikisht do té thoté se grafiku e pret boshtin
Ox. Sirast i vecanté, kur x; = xo parabola vetém e takon boshtin Ox né

pikén x1 = x5 = 5 Nése D < 0, d.m.th. ekuacioni az? +bx+c =0

a
nuk ka zgjidhje reale, gjeometrikisht do té thoté se parabola (grafiku) nuk e pret
boshtin Oz, kjo tregon se parabola ndodhet mbi boshtin Oz nése a > 0 dhe
nén boshtin Oz nése a < 0.

Nga kjo gé shénuam mé larté, pér té vizatuar grafikun e njé parabole té dhéné
me ekuacionin (1) veprojmé sipas késaj procedure (algoritmi):

1. Sé pari caktojmé shenjén e a dhe njehsojmé dallorin D = b? — 4ac.

2. Nése D > 0 atéheré gjejmé zgjidhjet xq,xp té ekuacionit ax?+bz+c = 0.

b D
3. Caktojmé kulmin K [ ——,—— | té parabolés.
2a°  4da

4. Caktojmé piképrerjen e parabolés me boshtin Oy, duke zévendésuar
x = 0 né ekuacionin (1). D.m.th. ¢do parabolé e pret boshtin Oy né pikén
y=c.

Funksioni f:R — R quhet ¢ift (tek) nése f(—x)= f(z)(f(—z)=—f(z)).
Nése funksioni éshté ¢ift (tek) grafiku i tij éshté simetrik ndaj boshtit Oy (origjinés

0(0,0)). Né vend té domenés R té funksionit ¢ift (tek) f(z) ndonjéheré mund
té jeté edhe ndonjé interval simetrik ndaj origjinés.
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Pér té thjeshtésuar paraqitjen grafike té njé funksioni kuadratik, dallojmé
gjithsej gjashté raste:

1. Nése a > 0 dhe D = b? — 4ac > 0, grafiku i funksionit kuadratik e pret
boshtin Ox né pikat x; dhe zo, ku

—bt Vb2 —dac  —bEVD

T2 =
2a 2a

ka minimum té barabarté me y,i, = 8 = 1 qé arrihet né pikén a = ~ o e pret
a a
boshtin Oy né pikén y = ¢; éshté monotono-zvogélues né intervalin (—oo7 —%],
b

kurse monontono-rrités né intervalin [—%, oo). Grafiku i tij éshté simetrik ndaj

b
drejtézés x = ~%a (shih fig. 4.2).
a

y=az’+brtc

3 a>0 dhe D>0

2. Nése a > 0 dhe D = b? — 4ac = 0, grafiku i funksionit kuadratik e

takon boshtin Ox né pikén x1 = x5 = —%; ka minimum té barabarté me y,i, =
D 0 b

B = —— = — = 0 qé arrihet né pikén o = ——; e pret boshtin Oy né pikén
4a 2a 2a

y = ¢; éshté monotono-zvogélues né intervalin (—oo, —%], kurse monontono-rrités

b

né intervalin [—%,

fig. 4.3).

b
oo). Grafiku i tij éshté simetrik ndaj drejtézés ¢ = o (shih
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yf=az® + bz + ¢

a>0 dhe D=0

Fig. 4.3

3. Nése a > 0 dhe D = b? — 4ac < 0, grafiku i funksionit kuadratik nuk e
pret dhe as nuk e takon boshtin Ox, sepse z1,z2 € R; ka minimum té barabarté

D
me Ymin = B = P qé arrihet né pikén o« = ——; e pret boshtin Oy né pikén
a
y = c; éshté monotono-zvogélues né intervalin (—oo, —%], kurse monontono-rrités
b
né intervalin [—%, oo). Grafiku i tij éshté simetrik ndaj drejtézés x = —— (shih
2a

fig. 4.4).

2]
>0 dhe D<0 g Hbete

Fig. 4.4

4. Nése a < 0 dhe D = b — 4ac > 0, grafiku i funksionit kuadratik e pret

boshtin Ox né pikat x; dhe x9; ka maksimum té barabarté me ypax = = ——

4a
b

qé arrihet né pikén o = o0 © pret boshtin Oy né pikén y = ¢; éshté monotono-
a

rrités né intervalin (—oo, —%] , kurse monontono-zvogélues né intervalin [—%, oo).

b
Grafiku i tij éshté simetrik ndaj drejtézés x = ~%a (shih fig. 4.5).



126 Matematika elementare Ramadan Limani

5| @a<0dheD>0

y = ax’ +bx + ¢

Fig. 4.5

5. Nése a < 0 dhe D = b? — 4ac = 0, grafiku i funksionit kuadratik e takon
boshtin Ox né pikén 1 = x5 = b . ka maksimum té barabarté me Ymax =

~-2,
D 0 b

B8 =—— =—— =0 @é arrihet né pikén a« = ——; e pret boshtin Oy né pikén
4a 4a Qba

y = c; éshté monotono-rrités né intervalin (—oo, —%], kurse monontono-zvogélues
b

né intervalin [—i, oo). Grafiku i tij éshté simetrik ndaj drejtézés z = o (shih
a

2a
fig. 4.6).

y=ar’+br+ec
a<0 dhe D=0 yparhbey

Fig. 4.6

6. Nése a < 0 dhe D = b? — 4ac < 0, grafiku i funksionit kuadratik nuk e
pret dhe as nuk e takon boshtin Ox, sepse z1,z2 ¢ R; ka maksimum té barabarté

D
me Ymax = B = 1a qé arrihet né pikén a = —og0 © pret boshtin Oy né pikén

1y = c; éshté monotono-rrités né intervalin (—oo, —%], kurse monontono-zvogélues

b

né intervalin [—%,

fig. 4.7).

b
oo). Grafiku i tij éshté simetrik ndaj drejtézés ¢ = o (shih
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a<0 dhe D<0

y=az’+brtc

Fig. 4.7

Shembulli 4.19 Té shqyrtojmé dhe vizatojmé grafikun e pérafért t€ parabolave

(a) y=a? (b) y=—a
(c) y=2a7 (d) y=(x—3)>
(e) y=a"+4, (f) y=a>—4,

Zgjidhje. (a) Funksioni f(z) = x? éshté i pérkufizuar pér ¢do z € R.
Eshté e qartése a =1 > 0 dhe D = 0, prandaj funksioni ka minimum dhe e takon
boshtin Oz né pikén x1; = x5 = 0, té cilat jané edhe zerot e funksionit. Funksioni
f(x) = 2% >0 pércdo = € R, prandaj grafiku ndodhet mbi boshtin Ox. Kulmi
i parabolés éshté veté origjina e sistemit koordinativ. O(0,0). Funksioni éshté
monotono—zvogélues né intervalin (—o00, 0], ndérsa éshté éshté monotono—rrités
né intervalin [0,00). Me té vérteté, pér ¢do z1,z9 € (—00,0] dhe z7 < a9
marrim se z? > x2. D.m.th. se f(z1) > f(z2).

Ngjashém pér ¢do x1, 72 € [0,00) dhe z; < x5 marrimse 27 < z3. D.m.th.
se f(x1) < f(xz), qé d.m.th. se funksioni éshté monotono-rrités né intervalin
[0,00).

Vérejmé se f(—x) = f(x) pér¢do x € R, ¢é d.m.th. funksioni éshté cift,
prandaj grafiku i tij éshté simetrik ndaj boshtit Oy. Po ashtu, parabola e pret
boshtin Oy né pikén y = 0. Pér ta paraqitur grafikun e pérafért sé pari i
paragesim zerot, kulmin dhe piképrerjen e parabolés me boshtin Oy.
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1

Fig. 4.8

(b) Ndonjéheré lexuesit i duket mé lehté sikur shqyrtimi i njé funksioni té
ndahet né pika, si vijon:

1. Fusha e pérkufizimit (domena) e funksionit. Funksioni f(x) = —2? @éshté
i pérkufizuar pér ¢do x € R.

2. Zerot dhe shenja. Funksioni f(x) = —z? &shté i barabarté me zero atéheré
dhe vetém atéheré, x; = zo = 0, d.m.th. parabola e takon boshtin Ox. Pér
r € (—00,00) f(z) = —2? <0. Kjo do té thoté se grafiku ndodhet nén boshtin
Ox.

3. Monotonia dhe vlerat ekstreme. Kulmi i parabolés éshté pika O(0,0). Pra
funksioni f(z) = —22 né pikén x¢ =0 e ndérron monotoniné. Prandaj pér ¢do
71,72 € (—00,0] dhe z; < x5 marrim se z7 > x3 respektivisht —z3 < —a3,
qé d.m.th. f(z1) < f(x2), prandaj funksioni éshté monotono—rrités né intervalin
(—00,0]. Ngjashém marrim se funksioni éshté monotono—zvogélues né intervalin
[0,00). Pranadaj né pikén x = 0 funksioni arrin vlerén maksimale té barabarté
me 0.

4. Meqé f(—x) = —(—2)?> = —2%2 = f(r), d.m.th. funksioni éshté cift,
prandaj grafiku éshté simetrik ndaj boshtit Oy.

Y

Fig. 4.9
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(¢) Pérrastin f(z) = 222 mund ta shfrytézojmé rastin (a) ashtuqé vlerat
e funksionit f(x) = 22 shumézohen me 2, ose mund té shqyrtohet né ményré
té pavarur.

Fig. 4.10
(d) Edhe ky rast mund ta shfrytézoj rastin (a) ashtuqé grafiku i funksionit
f(x) = (x —3)? né fakt éshté zhvendosje grafikut té funksionit f(z) = 2? pér 3
njési né drejtim dhe kahje té boshtit Ozx.

y

Fig. 4.11

(e) Edhe pér grafikun e funksionit f(z) = 22 + 4 mund ta shfrytézojmé
grafikun e funksionit té rasti (a) f(z) = 2? ashtu qé kété té fundit e zhvendosim
pér 2 njési né drejtim dhe kahje té boshtit Oy.

Fig. 4.12

(f) Edhepse pér grafikun e funksionit f(z) = 2% —4 mund ta shfrytézojmé
grafikun e funksionit té rasti (a) f(x) = 2? duke e zhvendosur kété té fundit pér
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4 njési né drejtim por kahje té kundért me até té boshtit Oy, megjithaté do ta

shqyrtojmé né ményré té pavarur.

Fusha e pérkufizimit (domena) e funksionit. Funksioni f(z) = 2% —4

1.
éshté i pérkufizuar pér ¢do = € R.

2. Zerot dhe shenja. Funksioni f(x) = 22 —4 &shté i barabarté me zero
atéheré dhe vetém atéheré, x1 = —2, 9 = 2, d.m.th. parabola e pret boshtin Oz

né pikat z; = —2 dhe z3 =2. Pér z € (—o00,—-2]U[2,00) f(z)=2%—-4>0,

kjo do té thoté se grafiku ndodhet mbi boshtin Ox pér z € (—o0, —2] U [2, 00).
Kurse pér = € [~2,2] funksioni f(z) = 22—4 <0, qé d.m.th. se grafiku ndodhet

nén boshtin Oz pér z € [-2,2].

3. Monotonia dhe vlerat ekstreme. Kulmi i parabolés éshté pika K (0,—4).
Pra funksioni f(x) = 22 —4 né pikén 2o = 0 e ndérron monotoniné. Pran-
daj pér ¢do 21,22 € (—00,0] dhe z; < x5 marrim se z? —4 > 23 —4, @@
dm.th.  f(z1) > f(x2), prandaj funksioni éshté monotono—zvogélues né inter-
valin (—o00,0]. Ngjashém marrim se funksioni éshté monotono-rrités né intervalin

[0,00). Pranadaj né pikén z = 0 funksioni arrin vlerén minimale té barabarté

— = =4
me 1

4. Meqé f(—z) = (—2)? —4=2%—4= f(r), d.m.th. funksioni éshté cift,

pérfundojmeé se grafiku éshté simetrik ndaj boshtit Oy.
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Fig. 4.14

Shembulli 4.20. Té shqyrtohen dhe vizatohen grafikét e kétyre funksioneve
duke i kthyer ato né formén kanonike

(a) y=2*—6x+9, (b)) y=—2*-22—1,
(¢) y=—2*+ 3z, (d) y=2z*— 5z,

(e) y=—22%+ 5z +2, (f) y=a*+6z-8,
(9) y=2>+6x—5, (h) y=a+2z+4.

Zgjidhje. (a) Eshté e qarté se y = 22 —62+9 = (z—3)2, té cilin funksion
e kemi shqyrtuar né shembullin papraprak.

(b) Funksioni y = —22 —2x — 1= —(z + 1)2, qé d.m.th. parabola shtrihet
e téra nén boshtin Oz, e takon boshtin Oz né pikén z = —1, boshtin Oy e
pret né pikén y = —1, ndérsa kulmi i parabolés éshté pika K(—1,0). Funksioni
ka maksimum té barabarté me zero, i cili arrihet né pikén = = —1.

(c) Vlen y = —2?+3z = — (z — %)2—1— 9, prej nga shihet se kulmi i parabolés
39

éshté pika K <2, 4). Parabola e pret boshtin Ox né pikat z; =0 dhe z5 = 3,
ndérsa boshtin Oy e pret né pikén y = 0. Funksioni ka maksimum té barabarté

9
me -, i cili arrihet né pikén 3
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Fig. 4.15

5
d) Forma kanonike e funksionit y = 222 —5z, éshté y=2(2? -2 2= ) =
4

2
5 25 5 25
2 (az — 4> -3 prej nga shihet se kulmi i parabolés éshté pika K <4, —8>.

Pra funksioni ka minimum té barabarté me y = -3 i cili arrihet né pikén

5 5
T =7 Parabola e pret boshtin Oz né pikat z; =0 dh a2, = ok ndérsa

boshtin Oy né pikén y =0, gé d.m.th. se parabola kalon népér pikén O(0,0).

Fig. 4.16

(e) Ngjashém si né rastin (d) kemi
2
5 5 41
y:—21:2+51:+2:—2(9:2—§x)+2:—2 <x—4) +§.

5 41
4’ 8

Tani éshté e qarté se kulmi i parabolés éshté pika K < ) Meqgé a <

ot o

funksioni ka maksimum té barabarté me y = 3 i cili arrihet né pikén z =
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-5+ 41 _
—4 -

Meqé D = 41 > 0, parabola e pret boshtin Oz né pikat x; =

5-VAL o Sh-VAL 5+ VAL
o - -

T2 1 1 ndérsa boshtin Oy né pikén y = 2,
qé d.m.th. se parabola kalon népér pikén P(0,2) té boshtit Oy.
x(5:%)
Fig. 4.17

(f) Ngjashém si né rastet (d) dhe (e) kemi
y=a"+6z—8=(v+3)>—17.

Tani éshté e qarté se kulmi i parabolés éshté pika K(—3,—17). Meqé a > 0,

funksioni ka minimum té barabarté me y = —17 i cili arrihet né pikén x = —3.
.. . . -3+ V17
Meqé D = 68 > 0, parabola e pret boshtin Ox né pikat z; = — dhe

-3 —-V17
r9 = ———, ndérsa boshtin Oy né pikén y = —8, é d.m.th. se parabola

kalon népér pikén P(0,—8) té boshtit Oy. Sa i pérket monotonisé pérfundojmé
se funksioni éshté monotono-rrités (monotono-zvogélues) né intervalin [—3, 00)

((—o0,=3)). |
o

zzzzzzzzzzzz

K(-3,-17)

Fig. 4.18

Rastet (g) dhe (h) shqyrtohen né ményré analoge sikurse rasti (f). Vlen
té pérmendet fakti se né rastin (h), ku y = 22 + 2z + 4 parabola nuk e pret
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fare boshtin Ox sepse D = —12 < 0. Nga qé a > 0 pérfundojmé se grafiku i
funksionit i téri shtrihet mbi boshtin Oxz. Né aspektin algjebrik pérfundojmé se
trinomi 2 + 2x + 4 &éshté pozitiv pér cdo z € R.

Shembulli 4.21. T’i shgyrtojmé disa funksione kuadratike ku na paraqitet
vlera absolute.

(a) f(z)=2*—22 — 6|z — 1] +6, () f(x)=—2®>—22+4lz+1]| 4.

Zgjidhje. Edhe kétu, ngjashém si te ekuacionet, sé pari duhet té lirohemi
nga vlera absolute.

(a) Vlen

) .

, 22 + 4z pér x € (—oo, 1]
pry —2 - _1 = ’

flz)==x x — 6|z |+ 6 {x2—8x+12, pér x € [1,00).

D.m.th dallojmé dy raste. Kjo do té thoté se né rastin e paré; pér z € (—o0,1]
e shqyrtojmé funksionin y = 22 + 4z, ndérsa né rastin e dyté; pér z € [1,00)
e shqyrtojmé funksionin y = x? — 8x + 12. Pér shkak té vazhdueshmérisé, té
dy grafikét e tyre "ngjiten” né pikén x = 1, pra aty ku vlera absolute e = — 1
béheté zero.

(b) Ngjashém

) .
) —x® —6x — 8, pér x € (—oo,—1]

= — —2 4 1 _4: ' 7
f(z) x x4 4|z + 1 {_$2+2$7 pér z € [—1,00).

D.m.th dallojmé dy raste. N& rastin e paré, pra pér z € (—oo,—1] e shqyrtojmé
funksionin y = —22—6x—8 dhe e vizatojmé grafikun e parabolés pérkatése vetém
né gjysmérrafshin nga éshté = < —1, ndérsa né rastin e dyté; pér x € [—1,00)
e shqyrtojmé funksionin y = —2? + 2z dhe e vizatojmé grafikun e parabolés
pérkatése vetém né gjysmeérrafshin nga éshté = > —1.
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—x? -2z 44|z +1| -4

Fig. 4.20

Shembulli 4.22. T€ vizatohenn grafikét e funksioneve

(a) y=I[1-2?, () y=|2®—1|+ 3z —3,

(© y=|—a®+4z[ =5, (d) y=l|z®+]z|+1].
Zgjidhje. (a). Meqenése ekuacioni 1 — 22 =0 ka dy zgjidhje z; = —1

dhe x = 1, ndérsa 1 —2? > 0 né bashkésiné [-1,1], kurse 1— 22 <0

né bashkésiné (—oo,—1] U [1,00) (pse?). Ngjashém si né shembullin paraprak
marrim se

=|1—2% = —1+2% pér x € (—o0,—1]U[1,00)
. T \1-2a2  pér zel-1,1].

Tani nuk e kemi té véshtiré t’i vizatojmeé grafikét e kétyre funksioneve. Vérjemé
se grafiku ndodhet mbi boshtin Oz, sepse y = |1 — 2% >0 pér ¢do = € R.

y=I1-%
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Fig. 4.21

(b) Ngjashém, ekuacioni z? —1 =0 ka dy zgjidhje 21 = —1 dhe x5 =1,
ndérsa 22 —1 >0 né bashkésiné (—oo, —1] U [1,00) (pse?), kurse 22 —1<0
né bashkésiné [—1,1]. Prandaj

2 .
2 x*+3x—4 pér z € (—oo,—1] U1, 00)
= — ]_ — — ? . ’ ’
y=lo |+ 3z -3 {—x2—|—3x—2, pér z € [—1,1].
Si né rastin (a) nuk éshté véshtiré t'i vizatojmé grafikét e kétyre funksioneve, té
cilét sé bashku paragesin grafikun e funksionit té dhéné.

Fig. 4.22
(¢) Vlen
2 .
— | — 2 o _J|l—2*+4x-5|, pér x>0
y=|— 2%+ 4|z 5I—{|_x2_4x_5|’ o o <0,

Megenése —z%+4r—5 = —(z—2)2—1 < —1 < 0, pérfundojmé se |—xz?+4z—5| =
—(=2?+ 42 —5) = 22 — 42+ 5. Ngjashém, nga —a? —4dr—5=—(2+2)?-1<

—1 < 0, pérfundojmé se | — 2% — 4z — 5| = —(—2% —4x —5) = 2% + 42 + 5.
D.m.th. )
2 z“—4x+5, pér >0
= — 4 j— e Y
y=|=-2"+dz[ -5 {x2+4x+5, per x < 0.

Tani nuk éshté véshtiré té vizatohet grafiku i pérafért pér funksionin .
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(d) Né ményré analoge

|z +x + 1|, pér x>0

2
y=lo” +fzl+1] {|$2—3:+1|, pér z <0.

Meqenése 22+ +1>0 pér x>0, pérfundojmé se |22+ +6| =22+ +1
né intervalin [0,00). Ngjashém, nga 2?2 —x+1 >0 pér x <0, pérfundojmé

se |22 —x+ 1] =22 — 2+ 1 né intervalin (—o00,0]. Prandaj

22 +x+1, pér >0

2
= 1:
y =l +fef+ 1 {xz—a}+1, per =z < 0.

y

y =2+ 2| +1

5 4 E] 2 1 0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 1 12

Fig. 4.24

4.4. Shenja e trinomit kuadratik 2% +bzx +c

Pér caktimin e shenjés sé trinomit az? + bz + ¢ do té shfrytézojmé grafikun
e pérafért té parabolés pérkatése y = ax? + bz +c. Kjo do té thoté se jobarazimi
ax? +bx +c > 0 éshté ekuivalent me bashkésiné e vlerave x € R pér té cilat
grafiku i parabolés y = ax?+bx +c ndodhet mbi boshtin Oz, ndérsa jobarazimi
ar? 4+ bx + ¢ < 0 éshté ekuivalent me bashkésiné e vlerave z € R pér té cilat
grafiku i parabolés y = ax? + bx + ¢ ndodhet nén boshtin Oz. Kjo metodé éshté
shumé efikase pér zgjidhjen e jobarazimeve té shkallés sé dyté. Pér kété mjafton té
caktojmé formén e parabolés (ka maksimium apo minimum—té cilén e pércakton
shenja e a—sé) dhe faktin se parabola e pret ose nuk e pret boshtin Oz, d.m.th.
duhet vlerésuar shenjén e D = b? — 4ac. Nése D > 0, atéheré duhet gjetur
zgjidhjet e ekuacionit az? 4 bx + ¢ = 0. Prandaj dallojmé kéto raste:

1. Nése a > 0 dhe D > 0, parabola e pret boshtin Oz né dy pika té
ndryshme 12, p.sh. z; <x2 dhe ka minimum. Prandaj

az? +br +c¢>0<+= z € (—00, 1] U [rg,0),
ar’ +br+c<0<zx € [x1, x2],

az? +br +c>0+=x € (—o0,r1) U (29,00),
az® +br+c <0< x € (z1,12).
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y=ax’+brtc

3 a>0dhe D>0

K(a, B)

Fig. 4.25

2. Nése a > 0 dhe D = 0, parabola e takon boshtin Oz né pikén

T1 = X9 = ——. Né kété rast kemi
2a

am2+bx+020<:>xeR,

b
aa:2—|—ba:+c§0<:>x€{— },

2
02?1 ba4e> 0 e 1 € (—00, YU (-2 o0) =R\ — 2 L
2a 2a 2a
ar? +br+c <0<z €.
Fig. 4.26

3. Nése a >0 dhe D < 0, parabola nuk e pret fare boshtin Oz. Meqenése
a > 0, parabola ka minimum, prandaj i téré grafiku ndodhet nén boshtin Oz.

az® +br+c>0+= 1z € R = (—00,00),
ar? +br+c¢ <0<z €.
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250 dhe D<0 y=ar+br+c

4. Nése a < 0 dhe D > 0, parabola e pret boshtin Ox né dy pika té
ndryshme z;2, p.sh. x; <2y dhe ka maksimum. Prandaj

ar’ +br+ce>0<zx € [x1, x2],

ax® +br +¢ <0+ x € (—00, 1] U [2s,00),
az® +br +c>0<= 1 € (v1,72),
az® +bx+c <0+ 2 € (—00,r1) U (12,00).

a<0 dhe D>0

=ar’+br+e

Fig. 4.28

5. Nése a <0 dhe D =0, parabola e takon boshtin Oz (nga poshté) né
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pikén z1 = x5 = o0 Né kété rast kemi
a

ar’ +br+c¢ <0<z €R,

b
aw2+bx+020<:>x€{—},
2a
) b b b
ax +bx+c<0<:>:v€(—oo,—%)u(—z—,oo):R\ —— 2,

ar’? +br+c>0<=z€el.

T =Ty

y=ar’ +brtec

a<0 dhe D=0

Fig. 4.29

6. Nése a <0 dhe D < 0, parabola nuk e pret fare boshtin Oxz. Meqgenése
a < 0, parabola ka minimum, prandaj i téré grafiku shtrihet nén boshtin Oz,
d.m.th.
ax’? +br+c<0+= 2R =(—00,00),

ar’ +br+c¢>0< x €.

a<0 dhe D<0

y=az’+brtec

Fig. 4.30
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Tri rastet e fundit mund té kthehen né ndonjérin prej rasteve 1 — 3 duke e
shumézuar me —1 jobarazimin pérkatés me crast merret —a > 0.

Shembulli 4.23. Té caktojmé shenjén e kétyre trinomeve

(a) 32 —1lz — 4, (d) —52% —2z+4,
(b) 22% — Tz +6, (e) 922 + 12z + 4,
() —42* —6x+4, (f) —2*—6z-8.

Zgjidhje. (a) Vérejmé se a =3 >0 dhe D =169 > 0 prandaj jemi né

rastin e paré. Njehsojmé x, = —3 dhe z5 =4. Prandaj
322 —1lz —4>0<=zx € (—oo,—} U [4, 00),

1
322 —1lz —4 <0<z € [—3,4].

1
(¢) Kétu a=—-4<0 dhe D =100>0, kurse z; = —2, ndérsa zo = 7

Ngjashém si mé larté, kemi

1
—42? —6r+4<0 <=2 € (o0, 2| U [27oo> ,
1
—4a? —6r+4>0<=z € [—2,2} .
Rastet e mbetura shqyrtohen né ményré analoge.
Shembulli 4.25. T¢ zgjidhen jobarazimet
(a) 4a®>4x—1, (b)) Bz —2)*+(x—-2)?2<2,
4 — x? 22 — 3z + 4
>0 d ——>0
@ =720 @) —F—m— 20
() (2* —4x —5)(2*+22-3)<0, (f) (2% —6x—T7)(2*+22—8) >0,
—z?+2x -5 x? + 2z — 63
- < -1 h) ————
(9) 202 —x —1 — () 2 —8x+ 7

Zgjidhje. (a) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin 4z? —

1
4x+1>0. Ngase a >0, D= (—4)>—4-4-1 =0, pérfundojmé se z; = 19 = 3
1
qé d.m.th. parabola y = 42? —4x +1 e takon boshtin Oz né pikén x = 3 dhe

i téré grafiku ndodhet mbi boshtin Oz.
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Fig. 4.31
. 9 1 o 1 1
Prandaj y = 4x2® — 42+ 1 éshté pozitiv pér ¢do = € R\ 3(= (=00, =) U
1
(5, 00). Pra bashkésia e zgjidhjeve éshté R\ {3} = (=00, 3) U (3, 00).
Te i njéjti rezultat mund té vijmé edhe me ményrat tjera té zgjidhjeve té

jobarazimeve. P.sh. po té vérejmé me kujdes trinomin 422 —4x 4+ 1 konstatojmé

se ai éshté katrori i binomit 2z —1. D.m.th. 422 —4x + 1= 2z —1)2. Ky i
1

fundit shihet qarté se éshté pozitiv pér ¢do = € R\ {2}

(b) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin 522 — 8z + 3 < 0.

8+2
Tani a=5>0, D= (-8)2—4-5-3=4> 0. Tani njehsojmé z; 2 = 0 prej
3 3
nga x; = v dhe z5 = 1. D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve éshté B = <5, 1).

(c) Po té shqyrtojmé shenjén e trinomit né emérues 22 —z +1 do té kemi
se ai éshté pozitiv pér ¢do = € R, sepse a =1 >0 dhe D = —3 < 0 (shih
4z — 2
22—z +1
4r — 2% > 0, qé d.m.th. se né kété rast guxojmé té shumézojmé me eméruesin
e thyesés. Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit 4z — 2% > 0 éshté B = [0,4],

sepse a=—-1<0, D=16>0 dhe z; =0,20 =4.

rastin 3.). Prandaj jobarazimi > 0 éshté ekuivalent me jobarazimin

(d) Megenése z2 —3x+4 >0 pércdo v € R (pse?), prandaj jobarazimi

2
-3 4

9517952—1— > 0 éshté ekuivalent me jobarazimin 1 — 22 > 0. DBashkésia
—x

e zgjidhjeve e jobarazimit té fundit éshté x € (—1,1). D.m.th. bashkésia e
zgjidhjeve éshté e barabarté me (—1,1) = B.

(e) Jobarazimi (22 —4x —5)(2? +2x —3) < 0 éshté ekuivalent me sistemin
e jobarazimeve

22 —4r—5>0 22 —4r—-5<0
) ose )
z+2xr—3<0 z+2xr—3>0
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Tani,

22 — 4z —5>0 x € (—o0,—1) U (5,00)
, ~ ~ ze(-3,-1)=B.
r°+2r-3<0 z € (-3,1)

(f) Jobarazimi (2% —6x —7)(2?+2z—8) > 0 éshté ekuivalent me sistemin
e jobarazimeve

22 —6x—7>0 22 —6x—-7<0
9 ose 9
r“+2r—8>0 r“+2r—8<0

Tani, vlen
22— 62 —7>0 x € (—o0,—1) U (7,00)
z2+22—-8>0 x € (—o0,—4) U (2,00)
~ x € (—00,—4)U(7,00) = By,
si dhe

? — 62 —7<0 z e (—1,7)

) ~ ~ z€(-1,2) = Bs.
*+2r—-8<0 x € (—4,2)

Kurse bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit (f) éshté B = ByUBy = (—o0, —4)U
(—1,2) U (7,00).

(9) Te kéto lloje té jobarazimeve duhet t’i bartim té gjitha gjymtyrét né
njérén ané té jobarazimit.

—22 422 -5 22422 -5 202 + 2 — 6
- < 1~ —=— 1<0~ ———— <0.
202 —x—1 — 222 —x —1 tis 202 —rx—1 —

Tani, si né shembullin e méparshém, marrim se bashkésia e zgjidhjeve éshté B =
[-3,-3) u(1,2].
y T 9 )

(h) Né ményré analoge si né rastin (g) marrim se bashkésia e zgjidhjeve
éshté B = (1, 3).

2

Shembulli 4.26. T€ zgjidhim jobarazimin sr_ w4 > 2.

1—z+ a2

Zgjidhje. Vérejmé se eméruesi i thyesés éshté trinom 22 —x +1 1 cili éshté
pozitiv pér ¢do 2 € R, sepse a =1>0 dhe D= (-1)>-4-1-1=-3<
0, prandaj mund té shumézojmeé kété jobarzim me kété trinom dhe me até rast
nuk ndérron shenja e jobarazimit. Pra jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me
jobarazimin

302 4+3r—4>2-20+ 20 ~ 2 +52 - 6> 0~ 2 € (—o0,—6) U (1,00).
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Ky shembull tregon se kur jemi té sigurt né shenjén e eméruesit mund té
shumézojmé jobarazimin me até trinom.

4 1 1

Shembulli 4.27. Jobarazimin s < — guxojmé ta shumézojmé
—224+3x—4 "~ 2

me dyfishin e trinomit né emérues —z2 + 3z — 4, spese a = —1 < 0 dhe

D=-7<0, dmth. —2?>+32x—4<0 pércdo z € R dhe me até rast ndérron
shenja e jobarazimit (pse?). Pra

dr +1 1
% < D) ~8r+2> —2?+3r—4~2?+52+6<0~2xc[-3,-2=DB.
—x €T —

Shembulli 4.28. Eshté dhéné ekuacioni 222 + (a — 9)z + a® + 3a 4 4 = 0.
Caktoni parametrin real a né ményré qé ekuacioni i dhéné té keté zgjidhje reale.

Zgjidhje. Ekuacionet e shkallés sé dyté kané zgjidhje reale atéheré dhe vetém
atéheré, nése D > 0. D.m.th. D = (a—9)*> —4(a*+3a+4) > 0 i cili jobarazim
éshté ekuivalent me jobarazimin —7(a* — 6a + 7) > 0, ndésa ky i fundit éshté
ekuivalent me jobarazimin a? — 6a + 7 < 0, kurse bashkésia e zgjidhjeve e kétij
té fundit éshté boshe () (pse?).

Shembulli 4.29. Tregoni se ekuacioni (m? +5)z? +2(m +3)xr +3 =0 nuk
ka zgjidhje reale pér asnjé vlerée m € R.

Zgjidhje. Duhet treguar se dallori D = b* — dac éshté negativ pér cdo
m € R. Vlen
D =b* —dac = 4(m + 3)? — 12(m? + 5) = 4(—m? + 6m — 3).

Trinomi i fundit éshté negativ pér ¢do m € R, sepse a <0 dhe D < 0, prandaj
ekuacioni nuk ka zgjidhje reale pér asnjé vleré m € R.

Shembulli 4.30. Caktoni parametrin real m né ményré qé funksioni y =
(m? — 1)z? +2(m — 1)z + 2 té jeté pozitiv pér ¢cdo 2 € R.

Zgjidhje. Duhet té vlejé njékohésisht a = m? —1 > 0 dhe D = 4(m —
1)?2 —8(m? — 1) < 0. Késhtu, kemi sistemin e inekuacioneve

m?—-1>0 m? —1>0 m € (—oo0, —1) U (1,00)
4m—1)2=8(m?* -1) <0 —m? —2m+3<0 m € (—o00,—3) U (1,00)

~m € (—oo,—3) U (1, 00).

D.m.th. B = (—o00,—3) U (1,00).

Shembulli 4.31. Pér cilat vlera té parametrit real a trinomi z? — 2az —
6a + 12 éshté mé i madh se —4 pér¢do z € R?

Zgjidhje. Caktojmé parametrin real a né ményré qé bashkésia e zgjidhjeve
e inekuacionit z? — 2ax — 6a + 12 > —4 ~ 22 — 2az — 6a + 16 > 0 té jeté
e téré bashkésia e numrave real R. Nga se a = 1 > 0, atéheré duhet gé
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D = 4a® — 4(—6a +16) < 0. Jobarazimi i fundit éshté ekuivalent me jobarazimin
a® + 6a — 16 < 0, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté intervlai B = (—8,2).

Shembulli 4.32. Caktoni koeficientét a,b,c¢ né ményré qé bashkésia e
zgjidhjeve e jobarazimit az”®+bxr+c > 0 té jeté intervali (—oo,2)U(3,00) = B.

Zgjidhje. Duke patur parasysh shenjén e trinomit (rastin 1) duhet qé a > 0,
D >0 dhe xy = 2,20 = 3. Duke zbatuar rregullat e Viet—it marrim se
b= —ba,c = 6a, ndérsa a >0 numér real i ¢farédoshém.

Shembulli 4.33. Pér cilat vlera té parametrit real m bashkésia e zgjidhjeve
e jobarazimit

2 _
76§2x + max 4<4
2 —x+1

éshté e téré bashkésia e numrave realé R 7
Zgjidhje. Meqenése trinomi z? —2 +1 éshté pozitiv pér ¢do x € R (pse?),
atéheré shumézojmeé jobarazimin e dhéné me te dhe marrim
—6(2 —x+1)<2?+mr—4<4(@®—z+1)~-82+(6-m)r—2<0
A22% — (4+m)z+8 > 0.

Bashkésité e zgjidhjeve té dy jobarazimeve té fundit duhet té jeté e téré bashkésia
e numrave realé, prandaj duhet qé

(6—-m)*—64<0 (6 —m)* < 64 6 —m| <8
(4+m)*—64<0 (4+m)? < 64 4+m| <8

—8<6—-—m<8 14 < -m<2
—8<4+m<8 —12<m<4

} m € [—2,4).

Shembulli 4.34. Caktoni fushén e pérkufizimit té funksionit

2 -2 +3
f<x)\/x2—4x+3+3'

Zgjidhje. Me fushé té pérkufizimit té njé funksioni kuptojmé bashkésiné e
vlerave reale té ndryshores pér té cilat ekziston vlera e funksionit. Megenése rrénja
katrore e numrave negativé nuk éshté numeér real, atéheré shprehja nén rrénjé
katrore duhet té jeté jonegative (e njéjta vlen edhe pér ¢do rrénjé me tregues ¢ift).
Prandaj ,

¢ — 2+ 3
x2—4x+3+320'

3
Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té fundit éshté B = (—oo,1) U < oo), qé
paraqget fushén e pérkufizimit té funksionit f(z).
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Shembulli 4.35. T€ zgjidhen jobarazimet

(a) |2* —5z| > 6, (b) |22 — 4x| < 4,
() |#*—20x—-3|<z+1, (d) |2*—z—-2]>2+]1,
(e) |2® -4z —5|<z+1, (f) |z —22x—-3]<3z-3.

Zgjidhje. Te té gjitha kéto jobarazime sé pari duhet té lirohemi nga vlerat
absolute duke shfrytézuar pérkufizimin ose vetité e vlerés absolute. P.sh. éshté
miré té mbahet mend se pér a >0 vlen

|z| <a<= —a <z <a<=x€[-a,a,
|z] >a<= —c0o<z<—-aVa<z<oo<zxe€ (00,—alUla,oc0).
x2§a2<:>|a:]§\a|, x22a2<:>\1‘|2\a|.

(a) Vlen
|x2 5| = z2 — ox, nése 2 — 5z >0
(2 — 5z), mnése z* -5z <0
[ a? — 5a, nése x € (—oo,0] U [5,00)
| = (22 = 5x), nése z €0,5].

Dallojmé dy raste:

1. Pér z € (—00,0]U[5,00) jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobaraz-
imin 2% — 5z > 6, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté (—oo, —1]U[6,00). Por
x € (—o0,0]U[5,00), prandaj prerja e tyre éshté bashkésia (—oo, —1]U[6,00) = Bj.

2. Pér z €[0,5] jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin —az? +
5z < 6, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté (—o0,2] U [3,00). Por z € [0,5],
prandaj prerja e tyre éshté bashkésia [0,2] U [3,5] = By. Kurse bashkésia e
zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné éshté B = B;UBy = (—o0, —1]U[6,00) U[0, 2] U
[3,5] = (—o0,—1] U [0,2] U[3,5] U [6,00).

(b) Jobarazimi |z? — 42| < 4 &éshté ekuivalent me sistemin e jobarazimeve
—4 < 2% — 42 < 4. Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit —4 < z? — 4z éshté
e téré bashkésia e numrave real R = Bj (pse?), ndérsa bashkésia e zgjidhjeve e
jobarazimit 2% — 4z < 4 éshté By = (2(1 — v2),2(1 + v2)), e rrjedhimisht
bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné éshté B = By N Bs = Bs.

(c) Ngjashém si né rastin (a) kemi

‘$2—2$—3’: .%'2—2,%'—3’ nese .%'2—2.7;_320
—(z% — 22 —3), nése 2> —2r—-3<0
2?22 -3, nése z € (—oo, —1] U [3,00)
| —(22 —2x—3), nése x€[-1,3].

1. Pér z € (—o00,—1] U [3,00) jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jo-
barazimin z? — 2z — 3 < z + 1, respektivisht 22 — 3z — 4 < 0. Bashkésia e
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zgjidhjeve e kétij té fundit éshté (—1,4). Por z € (—oo,—1] U [3,00), prandaj
B; = ((—o0, —1]U[3,00)) N (—1,4) = [3,4).

2. Pér z € [-1,3] jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin
—2% + 22+ 3 <z + 1, respektivisht —z? 4+ +2 < 0, bashkésia e zgjidhjeve e
té cilit éshté (—oo,—1)U (2,00). Por z € [-1,3], prandaj By = ((—o0,—1) U
(2,00))N[—1,3] = (2,3], ndérsa B = B; U By = (2,4).

Né ményré analoge zgjidhen jobarazimet e mbetura, prandaj po japim vetém
rezultatet.

(d) z€(—o0,—1)U(-1,1)U(3,00) = B,
(e) z€(4,6) =B,
(f) x€(2,5)=B8.

Shembulli 4.36. T¢ zgjidhen jobarazimet

() x+5<x+1< 2 (b) 2 - T <3:+2
Y oA 1-5 246 146 r—4 2w—4

Zgjidhje. (a) Kétu éshté fjala pér sistem té jobarazimeve. Prandaj jobaraz-
imi i dhéné éshté ekuivalent me sistemin e jobarazimeve

x+5 <a:+1 x+5 x—|—1<0 —z? + 2z — 21 0
20 -4 z-5( _ 22-4 x-5 o 2Ae=2)(x-95)

1 2 1 2 2
z + < z+1 <0 z° 4+ bxr + 16 <0

Meqenése trinomi —z? 4+ 2z — 21 éshté negativ pér ¢do = € R (pse?), prandaj
—x? 4 22 — 21
2(z —2)(x —5)
0. Bashkésia e zgjidhjeve e kétij té fundit éshté B; = (—o00,2) U (5, 00).

jobarazimi < 0 éshté ekuivalent me jobarazimin (z—2)(z—5) >

Ngjashém, meqé z? 4+ 52 4+ 16 > 0 pér cdo = € R (pse?), pérfundojmé se
(x —5)(z +6) <0, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté intervali By = (—6,5).
Prerja B e bashkésive B; dhe Bs na jep bashkésiné e zgjidhjeve e té sistemit
té jobarazimeve té dhéna né fillim. Pra B = (—6,2).

Né ményré té ngjashme zgjidhet sistemi i jobarazimeve (b), bashkésia e
zgjidhjeve e té cilit éshté B = (—6,—2).

Shembulli 4.37. Eshté dhéné ekuacioni 422 = (3 — m)(4x — 3), m éshté

parametér real. Caktoni parametrin m né ményré qé zgjidhjet e ekuacionit té
- . . e .oom oz 14
jené reale té ndryshme dhe té plotésojné jobarazimin — 4+ — < 3
i) T
Zgjidhje. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 4a® — 4(3 —
m)x + 3(3 —m) = 0. Eshté e qarté se m # 3, sepse né até rast do té kishim
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r1 = 79 = 0. Zbatojmé formulat e Viet—it z1 +x9 = 3 —m dhe z1 -9 = %(3 —m)
dhe do té marrim

T T2 2+ 23 (21 +12)? 2wy (21 4+ 20)?

e = f— — 2
T2 i) 19 T1T9 19

_ (3-m)* _ 4(3-m) o

C33-m) 3 T 37

Nga kushtet e detyrés kemi sistemin

m € (—o00,0) U (3,00)

c 1
m 2,00

1
~m € [—2,0> U (3,00) = B.

16(3 —m)? —48(3 —m) >0
1

4(3—m)< 4 (™~

m(m —3) >0
- 12-4m < 14
3 3



Kapitulli V
Ekuacionet dhe inekuacionet irracionale

5.1. Ekuacionet irracionale

Pérkufizim 5.1.1. (Cdo ekuacion tek i cili e panjohura ndodhet nén ndonjé rrénjé
quhet ekuacion irracional. Zgjidhje e njé ekuacioni irracional quhet ¢do vleré
A € R pér té cilén ekuacioni shndérrohet né formulé té sakté.

Pér zgjidhjen e tyre nuk ka formulé, por duhet ditur miré vetité e rrénjéve
dhe vecanérisht faktin se gjaté ngritjes né fuqi me eksponent numér natyral numri
i zgjidhjeve i ekuacionit té fituar rritet, té cilat nuk d.m.th. té jené zgjidhje té
ekuacionit té dhéné né fillim. P.sh. ekuacioni x = 1 ka vetém njéshin zgjidhje,
ndérsa pas ngritjes né katror, ané pér ané, marrim ekuacionin z? =1 i cili ka dy
zgjidhje 1 dhe —1, por kjo e dyta nuk éshté zgjidhje e ekuacionit té dhéné né
fillim. Pra, lejohet ngritja né fuqi arbitrare dhe zgjidhjet e fituara duhet provuar
né ekuacionin fillestar. Ka edhe metoda tjera, té cilat shfrytézojné ekuivalenca té
sistemeve té pérbéra prej ekuacionit dhe inekuacioneve. P.sh. ekuacioni *\/p(z) =
q(x) éshté ekuivalent me sistemin

0
p(z) = ¢*"(x) (1)
0

Né rastin kur treguesi i rrénjés éshté numeér tek, atéheré nuk kemi ndonjé
kufizim sa i pérket ngritjes né fuqi.

Shembulli 5.1. Té zgjidhim ekuacioni /25 — 22 =7 —x duke shirytézuar
formulat né relacionin (1).

Zgjidhje. Vlen

25 — 2% >0
V25 —22=T—2 ~ 25—2%=(7—2z)? ~
7T—x>0
x € [-5,5]
) x € [-5,5]
~ " -Tr+12=0 ~ ~ B ={3,4}.
131:3,1132:4

x € (—00, 7]
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Né kété rast nuk ka nevojé té provohen se 3 apo 4 jané apo jo zgjidhje té
ekuacionit, sepse éshté shfrytézuar relacioni (1) i cili garanton qé gjaté ngritjes
né katror nuk kemi marré zgjidhje té reja.

Shembulli 5.2. Ta zgjidhim ekuacionin 14 /22 —9 = x, por duke e
shfrytézuar ngritjen e liré né fuqi dhe né fund duke i provuar se cilat jané né fakt
zgjidhjet e ekuacionit.

Zgjidhje. Ekuacioni 1+ y/22—9 = x éshté ekuivalent me ekuacionin
Va2 —-9=x—1. Kujdes, ky i fundit nuk éshté e théné té jeté mé ekuivalent me
ekuacionin z? —9 = (z —1)?, zgjidhje e té cilit éshté 2 = 5. Eshté e qarté se po
té zévendésojmé zx—in me 5 ekuacioni do té shndérrohet né formulé té sakté.
Pra, bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit 1+ /2?2 —9 =z éshté B = {5}.

Shembulli 5.3. Té zgjidhet ekuacioni /222 +7 = z? — 4.

Zgjidhje. Pas ngritjes né katror marrim ekuacionin bikuadratik 22 47 =
(% —4)?. Pas zévendésimit x? =t dhe rregullimit marrim ekuacionin t? — 10t +
9 = 0, zgjidhjet e té cilit sipas t jané t; = 1,2 = 9. D.m.th. z1 = 1,25 =
—1,z3 = 3,24 = —3. Pas zévendésimit né ekuacion, pérfundojmé se x1 =1 dhe
29 = —1 nuk jané zgjidhje té ekuacionit, ndérsa x3 = 3 dhe z4 = —3 jané.
Pra, B ={-3,3}.

Shembulli 5.4. Té zgjidhim ekuacionin /4 + x\/ 22 — 7 = 4.

Zgjidhje. Pas ngritjes né katror dhe rregullimit marrim ekuacionin zv/x2 — 7
12. Edhe njéheré i ngrisim né katror dhe marrim ekuacionin z?(2? — 7) = 144.

Zévendésojmé x° =t > 0 dhe marrim t; = —9,t, = 16. Meqé t > 0,
pérfundojmé se t; = —9 nuk mund té konsiderohet pér zgjidhje, ndérsa pér
to = 16 marrim se x1 = —4,x9 = 4. Pas zévendésimit né ekuacionin e fillimit,

marrim se vetém =z = 4 éshté né fakt zgjidhje e ekuacionit. Pra bashkésia e
zgjidhjeve e ekuacionit éshté B = {4}.

Shembulli 5.5. Té zgjidhet ekuacioni +/7x + 1 — v/3z — 18 = 5.

Zgjidhje. Ekuacioni 7z +1 — 3z —18 = 5 &shté ekuivalent me ekua-
cionin +7x+1 = 5+ +/3x —18. Pas ngritjes né katror, ané pér ané, do té

marrim ekuacionin irracional 2x —3 = 5v/3z — 18. Kété té fundit e ngrisim prap
né katror dhe do té marrim ekuacionin 4z? — 87z + 459 = 0 zgjidhjet e té cilit

51
jané 1 =9 dhe x9 = —. Pas zévendésimit té kétyre zgjidhjeve né ekuacionin

fillestar, konstatojmé se té dy kéto jané zgjidhjet e kérkuara.
Shembulli 5.6. Té zgjidhet ekuacioni 2z + 14 — Vo — 7 = vVx + 5.

Zgjidhje. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin +2x + 14 =
VT —74+ vz +5. Pas dy ngritjeve né katror, marrim ekuacionin kuadratik
z? — 22 — 99 = 0. Zgjidhjet e kétij ekuacioni jané x; = 11 dhe x5 = —9.
Pas zévendésimit né ekuacion, konkludojmé se vetém xz; = 11 éshté zgjidhje e
ekuacionit.

Ndonjéheré duhet té zbatojmé ndonjé zévendésim, né ményré gé ekuacioni i
ri me té panjohurén e re té jeté mé i thjeshté se ai i fillimit.
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Shembulli 5.7. Té¢ zgjidhen ekuacionet

(@) Va2 —9+22—9=20 (b) a* =22+ Va2 22 +6=6,
2 Vor2+az—1=+
(c) \/3132—{—51‘4—8—\/31'24—51'—1—1:17 (d) \/21‘ +r+V2x i+ 13,

\/ (f) Vi +ay+8+Vi2+4y+d=
(e) 3x2 —Tx —2¢/32%2 —Tx — 5 = 2,
=+/2y% + 8y + 12,

1 1 1
Va2 -1  Vr+1

=4.

Zgjidhje. (a) Zévendsojmé 2?—9 = t? dhe marrim ekuacionin |t|+#* = 20.
Tani, si zakonisht dallojmé rastet:
1. Pér t >0, |t| =t, ndérsa ekuacioni transformohet né ekuacionin ¢+ t* =

20 zgjidhjet e té cilit jané ¢; = —5 dhe t; = 4. Meqgenése t > 0, atéheré vetém
ty = 4 @éshté zgjidhje e ekuacionit |t| 4+ t? = 20 né intervalin [0, c0).

2. Ngajshém, pér ¢ < 0, |t/ = —t, ndérsa ekuacioni transformohet né
ekuacionin —t+t> = 20 zgjidhjet e té cilit jané t; = —4 dhe ty = 5. Meqenése
t <0, atéheré vetém t; = —4 &shté zgjidhje e ekuacionit |[t| +t* = 20 né

intervalin (—o00,0]. D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit |t| 4 t* = 20
éshté B = {—4,4]}.

Veérejtje 5.1. Pér shkak té simetrisé, do té mjaftonte qé zgjidhjet té kérkohen
né inervalin [0,00), e pastaj té merren edhe ato simetrike né inervalin (—oo,0].

Nuk éshté véshtiré tani pér té pérfunduar se bashkésia e zgjidhjeve e ekua-
cionit né rastin (a) éshté B = {—5,5}.
(b) Zévendésojmé x* —2x+6 = t*. Ekuacioni merr formén t? — 6+ [t| = 6.

Ngjashém si né rastin e paré marrim se bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit éshté
B ={-1,3}.

(c) Edhe kétu, ngjashém si né rastin (b) zévendésojmé +/3x2 + 5x+ 8 =
t(> 0). Ekuacioni /32245248 — /322 +5x+1 = 1 &shté ckuivalent me
ekuacionin t —1 = \/t2 — 7. Kétu éshté e qarté se ¢ > /7. Pas ngritjes né
katror dhe zgjidhjes sé ekuacionit té fituar sipas ¢ marrim se ¢t = 4. Kthejmé
kéte vleré té ¢ né zévendésim dhe marrim se bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit

té dhénd éshté {—i, 1}.

(d) Merret zévendésimi /2x? +x — 1 =t. Ecuria e punés éshté e njéjté si
)
né rastin (c). Bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit éshté B = {—2, 2}.
(e) Merret zévendésimi 3x? — 7z — 5 = t*. Ecuria e punés éshté e njéjté si
né rastet (c) dhe (d).

(f) Ciléndo nga rrénjét mund ta zévendsoni me ¢ me ¢’rast né ekuacionin
e fituar do té figurojné dy rrénjé. Bashkésia e zgjidhjeve éshté B = {—2}.
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1
(g9) Sé pari duhet gé ta zgjidhim sistemin e jobarazimeve =z — — > 0 dhe
T

1
1—— > 0. Bashkésia e zgjidhjeve e kétij sistemi éshté D = (—1,0)U[1,00). Pér
x

z € D mund té shkruajmeé

Ekuacioni 1 fundit éshté ekuivalent me ekuacionin

—1 —1
x (\/m—l—l—l—q/x ):0
X X
\/x_lzo VARRVZ —\/x_lzl.
xr Xz

Zgjidhje e ekuacionit té paré éshté x; = 1, ndérsa ekuacioni i dyté éshté ekuivalent
me ekuacionin

1 21 -1
N —\/xm —lema41-2 "’“"x +xx —1

2
1 / 1 / 1

rT———2 :1:—+1:0<:>< x——l) =0
T z x

1
r—-=1l<=2*-2-1=0
x

1+5 1-+5
Ty Ty

1

1+5
2

Pasi t’i provojmé kéto vlera, pérfundojmé se vetém x; =

1++5
o (-

éshté zgjidhje

e ekuacionit. D.m.th. B = {1,

(h) Zévendésojmé z = t3 dhe pér bashkési té zgjidhjeve do té marrim
B = {8}.
Shembulli 5.8. Té¢ zgjidhen ekuacionet
5 3
(a) 22*+3z—5v/222+3x+9= -3 (b) (3: +Va? — 1> (1: — Va2 - 1) =1
Zgjidhje. (a) Vlen

202 + 32 — 5202 + 32+ 9= -3 <= 22 +3x + 3 =5v222 +3x +9. (1)

Tani zévendésojmé \/2x2 + 3z +9 =t > 0, prej nga marrim se 222+ 3z +3 =
t? —6. Ekuacioni (1) éshté ekuivalent me ekuacionin ¢*> —5t—6 = 0, zgjidhjet e
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té cilit jané ¢; = 6,t5 = —1. Meqgenése t > 0, atéheré pér zgjidhje merret vetém
t, = 6. Pasi té zévednésojmeé kété vlerré té ¢ marrim ekuacionin 2z2+3z+9 = 36,
zgjidhjet e té cilit jané x1 2 = —1 4 vV 33.

(b) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin

3

(x4 Ve 1) (e Var 1) (- Va2 1) =1
(m—l—\/ﬁ)Q:l(:)ng:j:l.
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Detyra né lidhje me ekuacionet irracionale

1. Té zgjidhen ekuacionet irracionale

(a) V22 — 5z +10 = 8 — 2z, (b) 4+ /322 — 20z + 16 = =,

() V(y—2)dy +1) =2(y + 1), @ 12— av/e? =5 = 3,

(e) \/y—|—7+\/y2—27:27
(9) Va2 -2+ VT2 =1,

(i) \/9952 V3622 — 11 = 3z — 1,
(k) V2r +8+Vz +5=71,

-2 =11,

(4

.
~—

(1) \/10+x—\/10—x—\/2:v—8

(m) Vr+3+Vr+8=Vz+24,

0)\/ —\/z+1+\/2z2+z+3:2,

” 1 B 1 ,
P Ats—va-z te+v2-z

Bashkésia e zgjidhjeve B éshté:

() {3}, (e) {-6}. Gy oy,
®) {6}, () {-1.-v8B1VE), () {5} () {6},
o {3 e © o o
(@) {3}, ) {-va}. UNCC T

2. Duke pérdorur metodén e zévendésimit, té zgjidhen ekuacionet irracionale

(@) 5+ Va—\/5-Ya=m

) Ja ¥z~ fav =56,

(¢) 2¥x+5¢x—18=0,

s/ 16z sjz—1
(d) \/az—l+\/161‘ =59

(n) 3vr —2 —2vx — 5 =+/3x — 2,
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(€)
(f)
(9)
(h)
i)

—~

)
)
)
)
(n)
)
)
)
)

V(a+z)2+43/(a—2)? =5V a? — 22,
\/;U—|—3—4\/;U—1+ r+8—6vr—1=1,
\/;1:—24—\/2;1:—54— x+243V2r -5 =T7V2,
\/ —-3-2vVz—4+\z—4Vr—4=1,
\/38—2\/1'—1—1—\/30—1—3—4\/30—1:1,

V(@ =12+ Y (x+1)2=15v22 -1,

202 + 3z — 5222+ 3x +9 = -3,

V(@—x)2+ V2T +2)2 - Y8 —x)2T+1x)=T1,
6V —3+Vr—2=5¢(x—2)(z—3),

V/4(3x +4) — ¥/3(4x —7) =1,
(/9—\/:c+1+{’/7+\/x+ =4,
Vr+15— Vo —1=2,

Va2 + 17 — Va2 + 17 = 6,

(T =33 +8Y/(3—Tz) 3 =T.

Bashkésia e zgjidhjeve B éshté:

{64},
{1024},

{64},

1
27_7 3
{ 511}

63a
07
{’65

[5,10],

b

190 2185
() {19), o {5 e
(h) {zlzeRAS<z<8}=]I58|, 43
(i) {zlreRA2<z<5}=[2,5, (n) {4,—12},
o {-3} (©) {0,
; » (1.
() {37—2}7 (9) {-8,8},
2
1) {0,-19} ) {5,7}.
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5.2. Inekuacionet (jobarazimet) irracionale

Pérkufizim 5.2.1. Cdo inekuacion tek i cili e panjohura ndodhet nén ndonjé
rrénjé quhet inekuacion irracional. Zgjidhje e njé inekuacioni irracional quhet ¢do
vleré o« € R pér té cilén inekuacioni shndérrohet né formulé té sakté.

Ngjashém, si te ekuacionet irracionale, pér zgjidhjen e inekuacioneve irra-
cionale nuk ka formulé, por duhet ditur miré vetité e rrénjéve dhe vecanérisht
monotoniné e funksioneve f(z) =2" (n € N).

Shembulli 5.8. Bashkésia e zgjidhjeve e inekuacioneve irracionale: +/z > 1
V> -1, ¢ <1, ¢z > -2, jané me radhé: [1,00), [0,00), (—o00,1] dhe
[—8,00).

Shembulli 5.9. T¢ zgjidhen inekuacionet

(@) Ve+7>2r-1,(c) V(@+2)(z—-6)<8—uz,
() Vz+6<z—6, (d) 6—x—a2<\3z+6.

Zgjidhje. (a) Sé pari duhet caktuar bashkésiné e zgjidhjeve té jobarazimit
x+7 > 0, sepse shprehjet nén rrénjé me tregues ¢ift nuk guxojné té jené negative,
dm.th. z € [-7,00).

Dallojmé dy raste:

1. Pér z € [-7,00) dhe 2x —1 >0, dm.th. z € [1/2,00) jobarazimi i
dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin z +7 > (2¢ —1)?, sepse funksioni y = 2*
éshté monototono-rrités né intervalin [0, c0). Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit

3
té fundit éshté intervali T 2 |. Pra bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té

dhéné né rastin (a) éshté
1 3 1

1
2. Pér z € [-7,00) dhe2r—1<0, dm.th. z € [—7, 2), shprehja 2z —1
éshté negative (bile —15 < 2x—1 < 0), ndérsa Vv + 7 > 0, prandaj pérfundojmé
1
se zgjidhje e jobarazimit éshté edhe ¢do = € [—7, > = Bs. Pérfundimisht,

2
bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné éshté

1 1
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(b) Edhe kétu, z+6 >0, dm.th. = € [—6,00). Megenése 0 < vz +6 <
x—6, atéheré edhe x—6 > 0. Rrjedhimisht x € (6,00). Prandaj pér z € (6,00)
guxojmé t’i ngrisim né katror ané pér ané; ruhet shenja e jobarazimit (pse?), dhe
me até rast marrim jobarazimin 2 — 13z 4+ 30 > 0, bashkésia e zgjidhjeve e té
cilit éshté z € (—o00,3) U (10,00). Duke patur parasysh se = € (6,00), prandaj
bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné né rastin (b) éshté

B = ((—00,3) U (10,00)) N (6,00) = (10, c0).

(¢) Ngjashém si né rastin (b), shprehja nén rrénjén katrore nuk guxon
té jeté negative, prandaj (x + 2)(x — 6) > 0, qé éshté ekuivalent me faktin
x € (—o0,—2]U[6,00). Por

0<V(x+2)(r—6)<8—u,

prandaj 8 —x > 0, rrjedhimisht z € (—00,8). Kjo do té thoté se pér x €
(—00,8) N ((—o00,—2] U [6,00)) = (—o0, —2] U [6,8) guxojmé t’i ngrisim né katror
ané pér ané dhe né até rast do té ruhet shenja e jobarazimit. Kemi

1 1
(6 42)(r—6) < (8-2) =64~ 167 +0” <= v < =z € <—oo,39>.

Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné né rastin (¢) éshté

B= (oo, 15) A (=00, —2] U[6,8)) = (—o0, —2] U [6, 15) .

(d) Sé pari duhet té zgjidhim sistemin e jobarazimeve 6 —x — 2% >0 dhe
3z +6 > 0, gé éshté ekuivalent me sistemin e jobarazimeve —3 < x < 2 dhe
x > —2, dmth. 2z € (-2,2]. Prandaj pér z € (—2,2] jobarazimi i dhéné
éshté ekuivalent me jobarazimin 6 —z — 22 < 3z + 6, respektivisht 22 + 4z > 0.
Bashkésia e zgjidhjeve e kétij té fundit éshté x € (—o0,—4) U (0,00), ndérsa
bashkeésia e zgjidhjeve e jobarazimit /6 —x — 22 < /3xz + 6 éshté

B = ((—00, —4) U (0,00)) N (=2,2] = (0,2]

Shembulli 5.10. Té zgjidhim jobarazimin +/z + v/1 — 2 > 1.

Zgjidhje. Eshté e aqrté se z > 0, sepse rrénja kubike (pjesa kryesore
e saj) e ¢do numri real éshté prap numér real. Zévendésojmé +/x = t > 0.
Atéheré jobarazimi i dhéné merr formén ¢+ v/1 —¢2 > 1, respektivisht 1 —¢% >
(1—1t)*=1-3t+3t*> —t>. Jobarazimi i fundit éshté ekuivalent me jobarazimin
t(t? — 4t 4+ 3) > 0, respektivisht ¢(t — 1)(t —3) > 0, bashkésia e zgjidhjeve e té
cilit éshté ¢ € (0,1) U (3,00). Meqé z = t?, prandaj z € (0,1) U (9,00) = B,
qé paraget bashkésiné e zgjidhjeve e jobarazimit té& +/z + v/1 —x > 1.
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Detyra né lidhje me inekuacionet irracionale

1. Té zgjidhen jobarazimet

b)) Va—-z—12>7+u,
(@) Vz+2>uz, (d) V64— 2% +2 > 4a,
(¢) Va2—3z—-10<8—u, (f) V2z+1-Vz+8>3,
(€) VIrFi+vrti<l, (h) Va?—8x+15+ Va2 +2z—15>
(9) Vb +6>+Vr+1++2z -5, > \/4x? — 182 + 18,
O VEriricess g giago,
(k) (1+z)Va?+1>a? 1, (1) V9—a22+6x—a2 >3,
(m) Ve+6>Vr+l+4v2e-5, () oo aTTs o,
(0) 2x—1>\/m’ V2 —at
(@) Vo-2<4-u, R

(r) Va?2—-3z+2>x-2.

9 3
(c) (oo,2]u[5,513>, () (o4,00), ) <1+\/E’1]U[27 )
o 1. () (3,5). 6
© [2’3 Ng)’ (k) (=1,00), (p) [=V2,0)u(1, V2],
(f) (34+6v33,00) . () (0,3), () 23]



Kapitulli VI

Funksionet eksponenciale dhe ato logaritmike

6.1. Ekuacionet dhe inekuacionet eksponenciale

Pérkufizim 6.1.1. Cdo ekuacion (inekuacion) tek i cili e panjohura paraqitet né

eksponent té ndonjé fugie quhet ekuacion (inekuacion) eksponencial.

Zgjidhje né bashkésiné e numrave realé R té njé ekuacioni (inekuacioni) ek-
sponencial quhet ¢do vlerée « € R, ashtu gé kur e panjohura zévendésohet me «,

ekuacioni (inekuacioni) béhet formulé e sakté.

Pér zgjidhjen e ekuacioneve dhe inekuacioneve eksponenciale, mes tjerash,

shfrytézohen vetité e fuqgive, e sidomos vetité:

a*=ad¥<—=zx=y a*=b"<—=2x=0, a,b>0,a#b,
l<a<bAz>0= a" <b",
l<a<bAhx<0=— a” >1D",

a,be (0,))Na<bAhz>0= a” <D,

a,be (0,1)Aa<bAz<0=d" >b".

si dhe

O<a<l)A(z <z9) = a™ > a™?
1 > L2 - )
(a>1)A(r) <x9) = a™ < a™.

Shembulli 6.1. T¢ zgjidhen ekuacionet eksponenciale

(a) 2°7% =16,
N2 g (d) 167 =43,
o (3) —a L
3 81 (e) 100-10%*72 =1000"5 ,
x+3 T T
© 9_31;:(1) * (f) 4*t' 447 = 320.
27 ’

Zgjidhje. (a) Meqenése 16 = 2%, atéheré marrim ekuacionin
prej nga marrim se x — 3 =4, respektivisht =z = 7.

2

16

4
> , prandaj 2x =4, respektivisht x = 2.

24
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(¢) Ngjashém

—3z 1 o —6x —3z—9
9 = o7 <— 3 =3 <— —b6r=-3r—9 <= x=3.

(d) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 4% = 4%, prandaj

— g, respektivisht 22 =4, ose ;1 = —2, 29 = 2.
(e) Vlen
100 - 102272 = 10005 <= 10%-10%*~2 = 10" «= 10%* = 10°%
<— 2 z+1 <— !
xTr = Xr = —.
3 5
(f) Vlen

47 L4 =390 == 54" =320 <= 4% = 64 = 4% < 1 = 3.

Shembulli 6.2. T€ zgjidhen ekuacionet qé vijojné

23T —4.3"7% = 450, (h) 4% — 3" 7 =3tz 921
23x—2 o 23:13—3 o 23z—4 _ 47

xT

)
() i
(¢) gr—1 _ gw=3 _ 32 _ 30-3 (1) ( 7T+ \/4T8> + ( 7 — \/Zg> — 14
(d) (117 —11)* = 117 + 99, () 85 Lot _gmR 4 g%t
(e)
)
)

4VE=2 416 = 10-2V* 2,

4x+\/x27 5. 9= 1+\/xT \/Qx V 47 - 0 125 = 4\f

Zgjidhje. (a) Vlen

2.3%F1 _4.3772 =450 <= 2-3""2(33 - 2) =450 =32 =9
= ar—2=2<4=zr=4.

(b) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 2377 %(4 —2—1) = 22,
respektivisht 3x — 4 = 2, ndérsa zgjidhja e kétij té fundit éshté x = 2.

(¢) Vlen

21‘—1 o 21‘—3 — 3:8—2 o 3&7—3 — 290—3(22 o 1) — 31‘—3(3 o 1)
=2 =3t 4 =01 =4
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(d) Pasi té zévendésojmé 11° =t marrim ekuacionin kuadratik t? — 23t +
22 = 0 né lidhje me t. Zgjidhjet e ekuacionit té fundit jané ¢; =1 dhe t5 = 22.
D.m.th. 11 =1, qé dm.th. 23 =0 dhe 11° = 22, ose 117! =2, qé
tani nuk jemi né gjendje ta zgjidhim, sepse ende nuk jemi njohur me kuptimin e
logaritmeve. Zgjidhja e ekuacionit t€ dyté éshté xo =1+ log; 2.

(¢) Ngjashém si né rastin (d) zévendésojmé 2V*~2 =¢ dhe me até rast
ekuacioni 4V*~2 416 = 10-2V*"2 merr formén ¢> — 10t + 16 = 0. Zgjidhjet e
kétij té fundit jané ¢; =2 dhe ty; =8. Pas zévendésimit marrim se 2VI=2 — 9
respektivisht vax —2 =1, pra z; = 3, si dhe VE=2 — g = 23, gé d.m.th.
Ver—2 =3, ose z—2 =19, pérfundimisht z5 = 11. Pra ekuacioni ka dy
zgjidhje.
vtz _ 5

2

dhe marrim ekuacionin

(f) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 4%

28 FVe*=2 — ¢ Tani zévendésojmé 27TV 2 — ¢
5 3

2 — §t = 6, zgjidhjet e té cilit jané ¢; =4 dhe ¢y = —5 Por, nga zévendésimi

2x+\/ac2—2

kemi

=t marrim se t > 0. Prandaj zgjidhje éshté vetém ¢; = 4. Tani

2x+\/9c272:4:22<:>1»+ 2 —2=2<«= \/22-2=92— 1.

3
Zgjidhja e ekuacionit té fundit éshté = = o qé paraqet edhe zgjidhjen e ekuacionit
té fillimit.

(9) Vlen

237 .37 — 37—l gl — 988 «— 23771 .37(2 — 3) = —288 <= 8" - 3" =576
< 24" =576 <= ¢ = 2.

(h) Ngjashém si mé larté, kémi

47— 3773 =378 92 e 47 4727 = 37T (3 4 1)
@)%-4” —4.3°"3
2x—3

= 3.4% = §8.3% 2 = 92273 _ 375

e 923 30 L 9n 3

<:)>:L’—§
- <.

(1) Kéto ekuacione jané mé specifike. Megenése

\/7+¢E-\/7—¢4@:1,

atéheré marrim se
1

7T-VA8 = ——
7448
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* 1
prandaj po té zévendésojm < 7T+ V 48) =t, marrim ekuacionin ¢+ 7= 14,
zgjidhjet e té cilit jané ¢y = 7+ V48 dhe ty = 7 — v48. Tani kéto vlera té
x
t i kthejmé te zévendésimi dhe marrim (\/ T+ vV 48) = T4 V48, i cili éshté

ekuivalent me ekuacionin

(7+@)%=7+m<:>§=1:>x=2,

dhe .

(7+va8)" =7~ Va8

% 7+ /48 1 -1
T4+ VIS)® = (7 Va8 = = (7+ va8)

( ( )7+\/48 7+ 48

= g = le=z=-2
D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit té dhéné éshté B = {—2,2}.

(7) Vlen

x—1 x+1 x—2 x—3 x—2 x+1

35 2% =95 435 = 377 — 3 =25 1925
=37 (3-1)=27 (2+1)
r—5 r—5

<~ 32 =273

= (VBT = (V)

<—xr—5=0<= 2 =5.

(k) Do té shfrytézojmé vetité e fuqive dhe té rrénjéve. Vlen

\/296 V4. 0125 = 4V/2 \/\3/231 -3/ (4%)7 - 0.125 = V43 - 2

— §/§/(23w)x - 477 0,125 = V27
= Vose? 42 .03 = {27
— V25?3 = {27

5223 7
&= 2 6z =23
5x2 —3 _ Z

6z 3

r1 = 3,%2 = —g.

(I) Po té pjesétojmé ekuacionin 6-9*—13-6"+6-4" =0 me 6 do té marrim
xT

- 3\"” AN - v . (3
ekuacionin 6- 5 —1346- 3 = 0. Tani zévendésojmé 3 =t >0 dhe
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6 3 2
marrim ekuacionin 6t + — — 13 = 0 zgjidhjet e té cilit jané t; = 5 dhe to = 3
Pasi t'i kthejmé kéto vlera te zévendésimi, marrim se z1 =1 dhe zo = —1.

Shembulli 6.3. Té tregojmé se numri n i banoréve té njé vendi (globit
tokésor) rritet sispas njé funksioni eksponencial né funksion té kohés ¢.
Zgjidhje. Le té jeté mng numri i banoréve né momentin e tanishém dhe p
20 2

hkall htimi 3)(p.sh. =002=——=—,dm.th 2 ilé
shkalla e shtimit natyror */(p.s p=20.0 1000 100° m.t 0 promilé)

né vit. Atéheré pas njé viti, numri i banoréve n(1) do té jeté
n(l) =ng+p-no=mno- (1+p).
Ndérsa né fund té vitit té dyté do té kemi
n(2) =ny+p-ny =ny- (1+p) =no(l+p)*
Supozojmé se né fund té vitit k& numri i banoréve do té jeté
n(k) =no - (1+p)*. (1)
Atéheré né fund té vitit k£ + 1 numri i banoréve do té jeté
n(k +1) = n(k) + p-n(k) = n(k) - (1+p) = no(1 + p)*+1.

D.m.th. shtimi i popullatés sé njé vendi béhet sipas njé funksioni eksponencial né
funksion té kohés, n(t) = no(1+ p)’, ku t &éshté koha e shprehur né vite, muaj
apo dité, varésisht nga ményra e llogaritjes sé shtimit natyror.

Vérejtje 6.1. Nése p > 0, atéheré do té kemi rritje té popullatés, ndérsa
nése p =0 nuk kemi as shtim e as zvogélim té popullatés, ndérsa pér p < 0 do
té kemi zvogélim té popullatés, qé teoritikisht do té thoté se ai poull njé dité do
té shuhet. Ky fenomen éshté i njohur me emrin vdekja e bardhé. Grafiku i kétij té
fundit tenton kah zeroja kur koha tenton né infinit.

Vérejtje 6.2. E njéjta formulé shérben edhe pér njehsimin e vlerés sé njé
kapitali K té depozituar né njé banké me normé vjetore té interesi ¢ né funksion
té kohés t. D.m.th.

K(t) = Ko(1 +1)". (2)

Shembulli 6.4. Sa banoré do té keté globi tokésor pas 35 viteve, nése shkalla

20
e shtimit natyror éshté p = 0.02 = 1000 = 20—promilé ?

Zgjidhje. Sipas formulés (1) kemi:

n(k) = no(1+p)* = ng - 1.02%° ~ 2n,.

3) Me shkallé té shtimit natyror p kuptojmé raportin ndérmjet diferencés né mes
numri té lindjeve dhe numrit té vdekjeve me njé numér té caktuar té banoréve,
p.sh. né 1000 banoré, pér njé periudhé té caktuar kohor, p.sh. njé vit.
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D.m.th. pas 35 viteve numri i banoréve té globit tokésor péraférsisht do té dy-
fishohet.

Vérejtje 6.3. Nése né shembullin 6.3 procesin e shtimit e konsiderojmé si
té vazhdueshém (viti ndahet né m—pjesé té barabarta dhe lejojmé qé m — o),
d.m.th. llogaritja e numrit té banoréve béhet né ¢do moment kohor, atéheré pér
llogaritjen e numrit té banoréve pas t—viteve shirytézojmé formulén:

m

D mt P\ pt
n(t) =ng lim <1 + —) =ng [ lim (1 + —> ] =ng - ePt, (3)
m

m—00 m—00 m

ku p éshté shkalla vjetore e shtimit natyror. Njésoj né financa, nése kapitalizimi i
interesit béhet né ményré té vazhdueshme, kurse ¢ éshté norma vjetore e interesit,
atéheré vlera e kapitalit pas t—viteve do té jeté:

. mit
K(t) = Ko lim <1 + Z) = Ko -e™. (4)

m—oo m
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Detyra né lidhje me ekuacionet eksponenciale

1. Té zgjidhen ekuacionet gé vijojné

(a)
(b)
()
(d)
()

(f)
(9)

3-4w+%-9$+2:6-4”1—%9““,
3123)—1 _ 963)—1 _ 27432—1 4 8131’-‘1—1 — 21927
5% — 5777 = 20,

52m73 —9. 53072 4 3’

47 =2

2

27"~ .57 =3 = 0,01 - (10°71)?,
25V® _ 124 . 5V = 125,

1 5
(2\/ﬁ+3\/§+6\/;> — V3,
< 2—\/5) +< 2+\/§> — 4,

107 +25% = 4,25 507,

2x+42 2x—5 2x 2x—2
Y

5252 45 =55 4455
24VFta

= 1)\ 2+v=)
\/3'31"'\/E . <3) = 81,
V2 0.5TVEF0 = 4771

83=7 . \/ " Vo53e—1 — 1

22etl _33.2771 4 4 =0,

2(x + 1)(22 4+ 1)* — (x — 1)* = (22 + 1)**1,
gr—1 4 g2=2 4 g2-3  gz—4 4 g2=5 4 306 _ 31,
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—~ —
~~ ® QL
S— N N S— S— S—

>

2.

Rez.

(v) 3¥10=>5 (50+ \/ﬁ) ,

(0) 6% 4651 = 2¢ 4 97+ 4 9 t2,
(y) 33:2(952—1) —799. 7z4—z2—67

(z) 377 43"t 4373 =31

Bashkésia e zgjidhjeve B pér secilin ekuacion éshteé:

(3 o o {3}

, 1—V7 147

{1} ) { 2 2 } () {-2.3}.
{5}, (k) {2,-2}, 8 %}—2},
{2} 0 {13, ’

’ 11 (u) {1}
(4 o {53} i

2 (v) {0},
{~1,1}, (n) {4}, | |
{416y, (o) {811, () {-v3.V3,iv2,-iva},
{12}, (n) {25}, () {05}.

Dhurata ka investuar $10.000 né njé banké me normé vjetore té interesit
12%, kurse banka e kapitalizon interesin njéheré né vit. Njehsoni vlerén K
té parave gé banka duhet t’i paguaj Dhuratés pas

10 viteve,
15 viteve.
(a) K =$34785.5
(b) K = $54735.7

Né njé kulturé biologjike numri i bakterieve trefishohet ¢do oré. Njehsoni
numrin e tyre pas 5 oréve nése numri fillestar i tyre éshté ng. Vlerésoni kété
numér nése ng = 10°.

Ngjashém, si né shembullin e shtimit té popullatés, kemi n(k) = no(1+3)* =
4% ku k éshté numri i oréve. N&é rastin konkret k=5, ng = 10°, prandaj
n(5) = 10° - 4% = 1024 - 10 = 1.024 - 10'?, d.m.th. 1024 miliardé.
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Shembulli 6.5. T€ zgjidhen inekuacionet eksponenciale

(g) 24I+2 . 4—1‘2 . 3 . 22+2r—1:2 + 8 2 O,

(a) 57:E—3 > 5—3, 5 2?9 I%
(b) 0.5 < 0.52+2, (h) ((7> ) >1,
z2-3
(C) 2 > 2, (Z) (E2 .37 _ 3$+1 < O,
(d) 2° <77, . N
() 371> 50! A S
’ 1322 1436 1222
et @ () <() <)
() 220 43 7 2042 — 77 5 BN 5 ’

() |2%°~1_5] <3

Zgjidhje. (a) Meqgenésé a = 5 > 1, atéheré jobarazimi i dhéné éshté

ekuivalent me jobarazimin 7x +3 > —3, d.m.th. x> —g.

(b) Megenésé a = 0.5 < 1, atéheré jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me
jobarazimin x —1 > 2z 42, dm.th. z < —3.

(c) Ngjashém, siné rastin (a), nga faktise a =2 > 1, atéheré jobarazimi i
dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin z?—3 > 1, d.m.th. 2*>—4 > 0. Bashkésia
e zgjidhjeve e kétij té fundit éshté B = (—oo, —2) U (2, 00).

(f) Sé pari zévendésojmé 2% =t > 0. Atéheré jobarazimi i dhéné éshté

1
> . Megé t?+3>3>0, atéheré kété
213> w_1 eqe +93 > atehere kete
jobarazim mund ta shumézojmé me ¢ +3 dhe kemi:

ekuivalent me jobarazimin

t2+3 2 +3 2 —4t+4
<1< 1< 0= T T <L
4t —1 — 4t —1 <0 4t —1 <0
—92)2
( ) <0<«<==4t—-1<0
4t —1
PN
T

1
Por t > 0, prandaj bashkésia e zgjidhjeve né lidhje me ¢ éshté intervali <0, 4>,

1
respektivisht 0 <t < 1 Tani, né vend té ¢ marrim 2* dhe marrim jobarazimin
0<2%<4=2% qédmth z¢€(—00,2)=B.
(9) Vlen

gda+2  y—a® _ 3. 92+2z—a? 18>0« 92(—a?+2z+1) _ 6 - ol+2a—2? +8>0.

Zévendésojmé t = 27227° = 0 dhe marrim inekuacionin t2 — 6t + 8 > 0,
bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté (—o0,2] U [4,00). Por ¢ > 0, prandaj
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t € (0,2] U[4,00). Késhtu g8 0 < 2172777" < 9 ose 2172077 > 4 45 cilat
jobarazime jané ekuivalent me jobarazimet 1+ 2z —z? <1 ose 14 2z —z? >
2. Bashkésité e zgjidhjeve té kétyre té fundit jané (—o0,0] U [2,00) = Bi,
respektivisht {1} = By. Pra, bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné éshté
B =By UBy = (—00,0] U{1} U2, 00).

(h) Vlen
3 z2 -2z 9%2 3 z2;2$
((7) ) > 1< (7> > 1.

Meqgenésé baza éshté meé e vogél se 1, atéheré jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent

2
xr° — 2x ..
——— < 0. Meqgenése x?

me jobarazimin > (0 pér cdo z # 0, atéheré

72
jobarazimi i fundit éshté ekuivalent me jobarazimin z? — 2z < 0, d.m.th. z €
(0,2] = B.

(i) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin 3%(z? — 3) < 0.
Megenése 3% > 0 pér ¢do z € R, atéheré 22 —3 < 0. D.m.th. bashkésia e
zgjidhjeve e jobarazimit 22 -3% — 3+t <0 éshté [—v/3,V3] = B.

(j) Sépari 9% — 32 >0, d.m.th. 3%(3%° —3%) > 0, respektivisht z > 2.
Meqenése pér z > 2, edhe ana e djathté 3% —9 éshté pozitive, atéheré jobarazimi
i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin

9" —3°T2 > (3 —9)? <= 9" -~ 9.3* > 9° — 18 -3 481 «=9-3" > 3*
=3 >3 = >2
Pra, bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té dhéné éshté (2,00) = B.
(k) Vlen

(3>13SE2 _ <3)1’4+36 <3>121’2 13%2 Z x4 +36
= = <= —
5 ~\5 5 zt 436 > 122°.

Tani, pasi té zévendésojmé z2

13t > t2 4+ 36 t2 —13t4+36<0 4<t<9
9 = — .
2 +36 > 12¢ 2 —12t4+36 >0 t#£6

D.m.th. 4 <2? <9 dhe 22 # 6. Prandaj bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit
té dhéné éshteé B = [-3, —v6) U (—V6, —2] U[2,V6) U (V6, 3].

(I) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin

me ¢, marrim sistemin:

_3< o'l g o3 o’ _gogpoi’ol _9> ),

Tani ) )
2471 -8 <0 2t 1 <93 47 —-1<3
241:2—1 —92>0 24€E2—1 > 92 422 —1>1

~ae [_1,_\1@} U [\}51] - B
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Detyra né lidhje me inekuacionet eksponenciale

Té zgjidhen inekuacionet eksponenciale

(h) 0.32%" 3746~ ,00243,

g2e+2  ge=1 _ 1. 3% +1 gz +3<0. 1 1

0.5 72 < 0.0625, W g Swe oo

304 S 50 4 4 G) 027 >

47— 22(x — 1) + 8372 > 52, (k) 1<l <9

25" < 65" — 5, 2\* (8\ " _ 27
-1 _9i-2 3oy, ) <3> '<9> "o

z4+2 _ ox+3 _ ox+4 z+1 _ pz42
2 2 2 >5 5T, og®—62—3.5 <8v2

Bashkésité e zgjidhjeve jané:

(a) [-4,3], (9) (0,00),
1
(b) <07 2) ) (h) (O, ;) U (07 OO),
(¢) (0,00), (i) (-1,1),
(d) (3,00), (j) (=1,0)U(0,1),
(€) (3,00), 1 (k) (=1,0)U(0,1) U (1,2),
(f) (—o00)U [2,oo> , @ [-17].
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6.2. Funksionet eksponenciale

Funksionet eksponeciale gjejné zbatime té shumta, jo vetém né matematike,
por edhe né fiziké, kimi, biologji, ekonomi, financa, demografi, etj. Shumé fenomene
natyrore dhe financiare pérshkruhen pérmes funksioneve eksponenciale, si p.sh.
shtimi i popullatés sé njé vendi; sasia e mbetur e njé elementi radioaktiv gjaté
zbérthimit radioaktiv; llogaritja e bilancit, si pér depozita ashtu edhe pér kredi,
né rastin e interesit té pérbéré pérshkruhen dhe zgjidhen pérmes funksioneve ek-
sponenciale.

Le té jeté a€ R, a >0 dhe a# 1.
Pérkufizim 6.2.1. Funksioni f : R — R i dhéné me barazimin f(z) = a”
quhet funksion eksponencial. Numri a quhet baza e funksionit eksponencial.
Vetite:

1. Funksioni f(z) = a® &shté pozitiv pér ¢do x € R, d.m.th. grafiku i tij
ndodhet mbi boshtin Oz pér té gjithé = € R.

2. (a) Nése a>1 funksioni f(x)=a" &éshté monotono-rrités dhe kur z
i ofrohet —oo, vlera e funksionit f(x) i ofrohet zeros.

Y-

y=a"(a>1)

Fig. 6.1 a)

2. (b) Nése 0<a <1 funksioni f(z)=a" éshté monotono—zvogélues dhe
kur z iofrohet +o00, vlera e funksionit f(z) i ofrohet zeros.

3. Funksioni f(x) = a” e pret boshtin Oy né pikén P(0,1).
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Y-

y=a"(0<a<l)

Fig. 6.1 b)
Shembulli 6.6. T¢ vizatohen grafikét e funksioneve

O R R () i
() fla)=4° . o
@ sw=(3) " =) o -5

Zgjidhje. (a) Te funksioni f(x) = 2% baza a éshté e barabarté me 2 > 1.
Prandaj grafiku i funksionit éshté i ngjashém me até si né fig. 6.1 a), d.m.th.
éshté monotono-rrités; e pret boshtin Oy né pikén P(0,1) dhe kur z tenton né
—o0, funksioni tenton né zero.

(b) Ngjashém si né rastin (a), funksioni éshté monotono-rrités, por nése
déshirojmé t’i krahasojmé me até té rastit (a), atéheré pér = >0 nga 3% > 2%
pérfundojmé se grafiku i funksionit f(z) = 3% ndodhet mbi grafikun e funksionit
f(xz) =2%, ndérsa pér <0 nga 3* < 2% pérfundojmé se grafiku i funksionit
f(z) = 3% ndodhet nén grafikun e funksionit f(x) = 2%.
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(¢) Ngjashém si né rastin (b), funksioni éshté monotono-rrités, por nése i
krahasojmé me até té rastit (a) dhe (b), atéheré pér x > 0, pérfundojmé se
grafiku i funksionit f(z) = 4® ndodhet mbi grafikun e funksionit f(z) = 3%,
ndérsa pér = < 0, pérfundojmé se grafiku i funksionit f(z) = 4" ndodhet nén
grafikun e funksionit f(x) = 3”.

1
(d) Kétu baza a = 3 < 1, prandaj funksioni éshté monotono—zvogélues,

ndérsa grafiku i tij éshté i ngjashém me até té fig. 6.1 b).

(e) Ngjashém, si né rastin (d), baza éshté mé e vogél se 1 dhe grafiku

éshté i ngjashém me até té fig. 6.1 b), por nés béjmeé njé krahsim me até té rastit
x

1
(d), atéheré pér = <0 grafiku i funksionit f(z)= <2) ndodhet nén grafikun

1\" 1\*
e funksionit f(z) = (3) ; ndérsa pér = > 0 grafiku i funksionit f(x) = <2>
1 xX
ndodhet mbi grafikun e funksionit f(x) = <3> .

(f) Ngjashém si né rastin (e).

(9) Duk shfrytézuar rezultatin e rastit (a), atehéré vlerat e y—it né rastin
(a) rriten pér 2. N&é kété rast drejtéza y = 2 éshté asimptoté horizontale e
grafikut té funksionit f(z) =2%+2 (fig. 6.3).

y
10

9

y=2"+2

4

Fig. 6.3

(h) Sirasti (g)-kétu vlerat e y—it té rastit (b) zvogélohen pér —9. Né
kété rast x = 2 éshté zero e funksionit, d.m.th. grafiku i funksionit e pret boshtin
Oz né pikén x = 2, ndérsa drejtéza y = —9 éshté asimptoté horizontale e grafikut
té funksionit.

o 4\ 4
(1) Megenése f(x)= (i) = (3) , d.m.th. baza a = 3> 1, prandaj

funksioni éshté monotono-rrités (fig. 6.4).
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y

Fig. 6.4

Shembulli 6.7. Té€ vizatohen grafikét e funksioneve

2 25 -1 (g) fle)= -3,
b)) fl@)=3"V" () flx)=3k"" (h) flz)=2"+27",
5 (i) f(z)=[3l"l —3|.

Zgjidhje. (a) Megenése V2 = |z|, atéheré f(z)=2*l. Tani

f(z) = g-Va? _ (1>|x _ { (%)z_? pér >0

3 (%) “ pér z<O.

y

3 11:2“

Fig. 6.5
(d) Vlen
Va2 _ol=l  osena B 1, péer x > 0,
fay =2 1= pmper an oy BEITE
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Fig. 6.6
(e) Ngjashém si mé larté
_ alel-z _ 1, per x>0 _ 1, pér >0
flz) =3 {32“3, per = < 0. 9%, per x <0.
Rastet (f) dhe (g) shqyrtohen ngjashém si rasti (e).

1 xr
(h) Funksioni f(z) = 2% +27% = 2% + <2> éshté mé i madh ose i

barabarté me 2 pér ¢do x € R. Pér x >0 funksioni f(z) =2 427" rritet

me shpejtési mé té madhe se 2%, ndérsa pér z < 0 rritet me shpejtési mé té
x

1
madhe se (2> . Meqgenése f(—z)= f(z), d.m.th. funksioni éshté cift, grafiku
éshté simetrik ndaj boshtit Oy.

Fig. 6.7
(i) Meqenése |31*1 — 3| =0 atéheré dhe vetém atéhers, |z| =1, d.m.th.
pér z1 = —1 dhe pér zo =1, atéheré kemi
37 =3, pér z € (—oo,—1] (%)I -3, pér z € (—oo,—1]
fla) =313 ={ 337" per ze[-1,1] =<3 (H)*, pér ze[-1,1]

. o3
3*—3, pér z€[l,0) 3% — 3, pér z € [1,00).
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y=[3"1-1]

2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fig. 6.8

Pér zgjidhjen e disa ekuacioneve eksponenciale duhet té shfrytézojmé edhe
metodén grafike.

Shembulli 6.8. T€ zgjidhet ekuacioni 2% — 5 + g =0.
Zgjidhje. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 2% =5 — %

Nése i paragesim grafikisht funksionet y = 2* dhe y =5 — %’ atéheré vérejmeé

se ato priten né pikén P(2,4). D.m.th. z = 2 &shté zgjidhje e ekuacionit té
dhéne.

Fig. 6.9
1
Shembulli 6.9. Té zgjidhet ekuacioni 271%1 = 2\7@(@ — 1|+ |z + 1]).

Zgjidhje. 1. Pér z € (—o0,—1], 2 < 0,z —1 < 0,2+ 1 < 0, prandaj

x| = —z,|lx — 1| = —x + 1]z + 1| = —z — 1, ndérsa ekuacioni merr formén
97 — — L Pasiti parasqesim grafikisht funksionet f(z) = 2% dhe g(x) = — 75

V2
prej nga konstatojmé se grafikét e tyre nuk priten pér x € (—oo, —1], qé d.m.th.
se ekuacioni i dhéné né kété interval nuk ka zgjidhje. Pra Bj = (.
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Fig. 6.10

2. Pér x€[-1,0)] 2<0,r—1<0,z+4+1>0, prandaj |z|=—z,|z—1] =

—x+1,|z+ 1] =z +1, ndérsa ekuacioni merr formén 2% = \ﬁ = 27%, prej nga
1 1

marrim se z = ——. Pasiqé z = ——= € [-1,0], pérfundojmé se éshté zgjidhje e

1
ekuacionit. Pra By = {—2}.

3. Pér z€[0,1] 2>0,2—-1<0,z+1>0, prandaj |z| =z, |z —1] =

—x+1,|x+ 1] = x + 1, ndérsa ekuacioni merr formén 277 = =271, prej

[\]

1 1
nga marrim se x = —. Pasiqé x = 3 € [0,1], pérfundojmé se 3 éshté zgjidhje

1
e ekuacionit. Pra B3 = 5

4. Pér z € [1,00), 2> 0,2 —1>0,2+1>0, prandaj |z| =z, |z —1| =
x—1,|x+1] = x+1, ndérsa ekuacioni merr formén 27% = \ﬁ Pasi t’i paraqgesim
grafikisht funksionet f(z) =27" dhe g(x) = 75, prej nga konstatojmé se grafikét
e tyre nuk priten pér z € [1,00), qé d.m.th. se ekuacioni i dhéné né kété interval
nuk ka zgjidhje. Pra By = ().

y

Fig. 6.11
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Prandaj bashkésia e zgjidhjeve e ekuacionit té dhéné éshté B = By U By U

11

Detyra né lidhje me funksionet eksponenciale
1. Té vizatohen grafikét e funksioneve

(a) f(z)=2""1 (©) flz)=—2%+=
() flx)=-2V""""  (d) f(z)=2"—-2"",

2. Caktoni fushén e pérkufizimit té funksioneve

(@) flz)=v27-22-8-3%, () f[f(z)=
(b) f(@)=V3-5°—5-3%, (4

V1—=x2

9

2
(z) = 3V16—=* L 5V,

~

Udhézim. Shprehja nén rrénjé katrore nuk guxon té jeté negative, p.sh. né
rastin  (a) duhet qé¢ 27-2% —8-3% > 0, qé éshté ekuivalent me jobarazimin
2273 > 3273 prandaj z —3 <0, respektivisht z < 3.
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6.3. Funksionet logaritmike dhe vetité e tyre

Logaritmet pér heré té paré i pérkufizoi matematikani dhe fizikani skotlandez
John Napier (1550-1617) né vitin 1614. Réndésia e logaritmeve éshté jashtzakon-
isht e madhe, jo vetém né matematiké, por edhe né fiziké, kimi, inxhinieri, financa,
etj.

Le té jeté a njé numeér real i tillé g¢ a >0 dhe a # 1.

Pérkufizim 6.3.1. Pasqyrimi log, : (0,00) — R i pérkufizuar né kété ményré
log, x =y <= da’ =z, (1)

quhet funksion logaritmik me bazé a. Késhtu, pér njé numér pozitiv x, do té
themi se log, x = y atéheré dhe vetém atéheré, nése a¥ = x. Numri log, z quhet
logaritmi me bazé a i numrit x.

Verejmé se funksioni logaritmik éshté njé funksion invers i funksionit ekspo-
nencial.

Shembulli 6.10. Né bazé té pérkufizimit 6.3.1, vlen logy,2 = 1 sepse
2l = 2 logy 4 = 2 sepse 22 = 4, logy 8 = 3 sepse 23 = &: logo1 =0
sepse 2 = 1; log, 1= —2 sepse 272 = 5 = Z; logs 1 = Olsepse 30 =1;
logs9 = 2 sepse 32 =09 log; 27 = 3 sepse 3% = 27; log, 3 —4 sepse

1
374 = ok log,, 100 = 2 sepse 10 =100; log,,10000 =4 sepse 10* = 10000;

-2
log,;,0.001 = —3 sepse 1073 = 0.001; log%4 = —2 sepse <> = 4,

1 L 4 1 _ 1 t]
0gy 75 = 4 sepse (2> =1g° o

Nése baza a e logaritmit éshté e barabarté me 10, logaritmet quhen té Brigsit
(Henry Briggs (1561-1630) matematikan britanik) dhe simbolikisht shénohen me
log; nése baza a éshté e barabarté me numrin irracional e = 2,718..., atéheré
logaritmet quhen natyrore dhe simbolikisht shénohen me In dhe nése baza a
éshté e barabarté me numrin 2, atéheré logaritmet quhen binare dhe simbolikisht
shénohen me lg. Njehsimi i logaritmit t€ ndonjé numri pozitiv éshté proces mjaft
i ndérlikuar dhe pér kété shpesh nevojitet ndihma e ndonjé tabele logaritmike,
kalkulatori elektronik, apo zbérthimet e funksioneve logaritmike. P.sh. zbérthimi i
funksionit f(x) = In(1+x) né seri plonomiale, duke shfrytézuar seriné e Maclaurin-
t (Colin Maclaurin (1698-1746), matematikan skotlandez) éshté

[e’¢)
.73‘2 LU3 .134

N SRS o P _
In(l+a)=w— +5 -+ > (-1 —, ze(-11]

n=1
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Zbérthimi i mésipérm vlen vetém pér =z € (—1,1], ndérsa llogaritja e logarit-
meve pér vlera tjera béhet duke shfrytézuar vetité e logaritmeve dhe zbérthimin e
meésipérm. P.sh.

—9 2 1 [/=2\? 1 /-2\°
m3=-In3 '=—mn(1+_—=-)=—=2_2.(Z2 (=)~
wa= ot = (10 2) - (-3 (F) 5 (F) ).

—2
kurse 3 € (—1,1]. D.m.th. né zbérthimin e mésipérm, x—in e zévendsojmé me
-2
7

Vetité e funksioneve logaritmike

1. Nga pérkufizimi shihet qarté se funksioni éshté i pérkufizuar vetém né
intervalin (0, 00).

2. Vlen f(z)=log,z = 0 atéheré dhe vetém atéheré, kur = = 1. D.m.th.
grafiku i funksionit e pret boshtin Ox né pikén =z = 1. Neé lidhje me shenjén
dallojmé dy raste:

(a) Nése a > 1, atéheré pér z € (0,1) funksioni éshté negativ, ndérsa pér

z € (1,00) funksioni éshté pozitiv.

Y

2 y=logz(a>1)

Fig. 6.12 a)

(b) Nése 0 <a <1, atéheré pér z € (0,1) funksioni éshté pozitiv, ndérsa pér
x € (1,00) funksioni éshté negativ.

3. Nése a > 1(a < 1) funksioni f(z) = log,z éshté monotono-rrités
(monotono-zvogélues) dhe kur = tenton kah nga ana e djathté e zeros (”zeroja
pozitive”) vlera e funksionit tenton né —oo(+o00). D.m.th. boshti Oy shérben
si asimptoté vertikale. 2).

2) Drejtéza x = a quhet asimptoté vertikale e funksionit y = f(x) nése kur
x — a (té paktén nga njéra ané e a—sé), vlera e funksionit tenton né +oo, ose
—0
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y=logz(0<a<1)

Fig. 6.12 b)

Shembulli 6.11. T¢ vizatohen grafikét e funksioneve logaritmike

(a) y=1log,uz,
(b) y=logsuz,
(C) y = 10g4 1"7

y:log% T, (h) y=logyx+1,
y =log1 x, (i) y=loggx —2,
yzlog% z, (j) y=logy(xz—1).

(a) Funksioni y = log,x éshté i pérkufizuar pér ¢do x € R. Zero e tij
éshté x = 1. Meqgenése baza e logaritmit a = 2 > 1, atéheré funksioni éshté
monotono-rrités, ndérsa pér x € (0,1) éshté negativ, kurse pér = € (1,00) éshté

pozitiv.

y=loggz

y=log

Fig. 6.13

Rastet (b) dhe (c¢) jané té ngjashém me até né rastin (a), duhet pasur
parasysh pozitén reciproke té grafikéve té tyre. P.sh. grafiku i funksionit y =
log, z éshté nén grafikun e funksionit y = loggz pér z € (0,1], ndérsa pér
x € (1,00) grafiku i funksionit y = log,x @&shté mbi grafikun e funksionit
y =loggx (fig. 6.13 ). (Arsyetoni pse?). Né pozité té ngjashme ndodhen grafikét
e funksioneve y =logsx dhe y =log,z (fig. 6.13).
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Funksionet e rasteve (d),(e) dhe (f) shqyrtohen né ményré analoge dhe
te tri kéto funksione jané monotono—zvogéluese. Analizoni pozitén reciproke té
grafikéve té tyre.

Grafikét e funksioneve né rastet (g),(h) dhe (i) ndértohen duke i zhven-
dosur pérgjaté boshtit Oy grafikét e funksioneve té rasteve (a),(b) dhe (c)
respektivisht.

4y

y=logyx+1

Fig. 6.14
Shembulli 6.12. Té vizatohen grafikét e funksioneve

(a) y=logy(—2x), (c) y:log2x2, (e) y=|logyx—1|,
(0) y=logsi(—x), (d) y=log,a®, (f) y=|lograz—2|

(a) Funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do = € (—00,0) dhe éshté monotono—-
zvogélues (fig. 6.15).

y

y=logywo
y = logy(—x) 7 i ERaakk

Fig. 6.15

(b) Funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do x € (—00,0) dhe éshté monotono—
zvogélues (fig. 6.16).



182 Matematika elementare Ramadan Limani

y =logi(~z) » y = logi

Fig. 6.16

(¢) Funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do = € R{0} dhe vlen barazimi
y = 2log, |z|. Tani

2log, z, per x > 0,

y = 2log, |z| = {2log2(—x), per z <0.

y = log,a® = 2log, |2/

Fig. 6.17

(d) Funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do z € (0,00) dhe vlen barazimi
y = 3log, x. Grafiku éshté i dhéné né fig. 6.18.
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5

y

y = log, x> # 3log, x

(e) Funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do x € (0,00) dhe kemi

o1

—(logyz — 1), pér logoz—1<0
_ Jlogyx—1, pér logox >1  [logyoz —1,
| —(loggx —1), pér logox <1 | 1-—logyz,

logyz — 1,

y

Fig. 6.18

y=|logyx — 1]

pér logoz—1>0

pér x > 2
per 0 <z < 2.

Fig. 6.19

(f) Ngjashém si né rastin (e), funksioni éshté i pérkufizuar pér ¢do z €

(0,00) dhe vlen

log% T —2,

log%x—Q, pér log%x22
- —(log%x—2), pér log%:c§2

pér log%x—le
y:’log%x—le —(logéﬂb’_l)a pér log%x—1<0

=

log%x—2, pér 0 <z <

1-1 é >1
—logs x, pér m_z.
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'y:\log%‘rfﬂ

Fig. 6.20
Vetité e logaritmeve

Vlejné kéto veti té logaritmeve:

(a) log,(m-n)=1log,m-+log,n, m,n >0,
b) log, m_ log, m —log,n, m,n >0,
n

(
(¢) log,m"™=mn-log,m, m>0n€eR,

1

(d) loga{‘/ﬁ:glogam, m > 0,n # 0,

(e) log,b-logya=1, a,b>0,a#1#b,

(f) log,a® =z, a>0,a#1,z€R,

(9) a8 =g a>0,a# 1,z >0,

(h) log,b=log,mb™, a>0,a#1,b>0mecR;m#D0,
1

(1) loguab= —1log,b,a>0,a#1,b>0,aa € Rya#0,
a

log, m

(j) log,m = , a,b>0,a#1#b,m>0.

log, a

Zgjidhje. (a) Le té jeté log,m = x dhe log,n =y. Atéheré a® =m
dhe @Y =n. Tani a®-a¥ = m-n, respektivisht a®t¥ = m -n. Né bazé té
pérkufizimit té logaritmit marrim se log, m-n = x +y = log, m + log, n, cka
edhe duhej treguar.

Né ményré té ngjashme arsyetohen vetité tjera (provoni!). Kéto veti duhet
mbajtur né mend, sepse ato kané réndési té madhe né matematiké dhe shpesh
zbatohen.

Shembulli 6.13. Pa pérdorur tabelén logaritmike apo kalkulatorin, njehsoni
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(a) 1 L 1 8
a 082 128’ (d) log\/g 8, (9) Og% )
(b) logg 8%, (e) log, 581, (h) log, V512,

(© log,, 1000, ) 1080200001 (i) log, Va? (> 0.0 1).
0.1 )

1
Zgjidhje. (a) Vlen log, o8 = log, 277 = 7.

(b) Ngjashém, logs % =log;37* = —4.
(c) logg ;1000 = log, 1 (0.1)* = 3.

(d) Vlen log 58 = logﬁ(\@)ﬁ = 6.

(e) Vlen log 581 =log 5(V3)* = 8.

(f) Vlen log,,0.0001 = log, ;(0.1)™* = —4.

1\
(9) Vlen log% 8 = log% <\@) = —6.
(h) Megenése 512 =27, atéheré log, V512 = log, V29 = log, 2° = 3.

2

2
(i) Vlen log, Va2 =log,a® = =.

)
Shembulli 6.14. Caktoni bashkésiné A = {log,z|xr € B}, ku B =
1 11 1
—, =, = 2 41
{ 168" 4’ 6}
1 .
Zgjidhje. Vlen log, — 16 =log, 472 = -2, log4 8 =log g = log, 2™ 2 =

3
—5 Ngjashém marrim se log, 1= -1, 10g4 — = —5, log, 2 = 5, log,4=1

11
dhe log, 16 = 2. Prandaj A:{—Z,—g,—l, 39 i1 2}

Shembulli 6.15. Eshté e qarté se 3loes8l — g1 10198101000 — 1000,
21082512 — 519 log, 2°0 = 50, logy 2* = —4.

Shembulli 6.16. Njehsoni

(a) 3logg 25+ 2logs 27 — 4log, 8,

5 1 1
(b) Zlog381+3log% 16—210g23—2 + log: 77

1
(c) logg81-logsg 77 log, 16 - log, 8,
(d) log, 16 -log, 8 -log, 4 - log, 21og, 1.
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Shembulli 6.17. Duke i shfrytézuar vetité e logaritmeve, logaritmoni shpre-
hjet qé vijojné. Pér bazé té logaritmit merrni p.sh. numrin 10.

3a?b
d) ——, a,c,d,e#0,b>0
4 2 7 ( 2.4 37 [t Rad] ’ ’
@ VT bz, Ve
5623/2 () S=+/s(s—a)(s—b)(s—c), a,b,cjané
(b) 8a'Vb 0.b>0 gjatésité e brinjéve té njé trekéndéshi, ndérsa
SV a,c#0,b>
¢ < — a+b+c
./ 3a? 2
(C) 3.7 (I,b,C#O, 2
H
o ) v="2 4‘/5, a, H >0,

Zgjidhje. (a) Vlen

4a2\/7 -
1o Y = log 4a>V7 — log 56°V/2
g2 7 g g

= log4 + log a® + log V7 — (log 5 + log b? + log v/2)
1 1
=log4 + 2log|al + 510g7—log5—210g|b| - glogz

Duhet pasur parasysh se log, z* = 2log, |z|.

Ngjashém, kemi

S8atv/b
(b) 1og—af
c3N/17

| 3a? 1
(c) log1 S Z(logB + log |a| —log5 — 3log |b| — 7log |c]),

3ab 1
(d) logm = log3 + 2log|a| +logb — (2log|c| + 11

(e) logS =1log/s(s—a)(s—b)(s—c)= %(logs +log(s — a) + log(s — b)+

1 1
= log 8 + 4 log |a| —|—§logb—310gc— glog17,

og|d| + 3log el),

+ log(s - C))a
a2H\/§
4

1
(f) logV =log :210ga+logH+§log3—2log2.

Shembulli 6.18. Nése (¢ éshté sasia e radiumit pér kohén e fillimit ¢ =
0, atéheré njehsoni kohén e gjysmézbérthimit té tij. Pér njési kohore té merret
shekulli.

Zgjidhje. Sasia e mbetur e elementeve radioaktive pas kohés t pérshkruhet
me funksionin eksponencial Q(t) = Qoe™*, ku o« @&shté konstanté dhe ka
vlera té ndryshme pér elemente té ndryshme. P.sh. pér radiumin o« = 0.038.
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In2
D.m.th. % = Qoe ", respektivisht —In2 = —at. Pérfundimisht t = B
«

18.24 shekuj.

6.4. Ekuacionet dhe inekuacionet logaritmike

Pérkufizim 6.4.1. (do ekuacion (inekuacion) tek i cili e panjohura ndodhet nén
shenjén e ndonjé logaritmi quhet ekuacion (inekuacion) logaritmik.

Shembulli 6.19. Té zgjidhen ekuacionet logaritmike
(a) logz =log4+ 2logh+ log6 —log 15,

1
(b) 3logx+ iloga: 3loghb+loge, a,b,c>0,

(c) 210g:x—3loga:log5—|—logb—|—%bgc, a,b,c >0,
(d) log(5b—x)+2logV3—z=1,
(e) log(b—x)— %log(35 —2%) =0,
(f) log(z? +19) — log(x — 8) = 2.
Zgjidhje. (a) Duke i shfrytézuar vetité e logaritmeve kemi
logz = log4 + 2log5 4 log 6 — log 15 <= log x = log 1 i); 6
x = 40.
(b) Vlen

1
3logx + §loga: 3logb + log c <= logz® - a = logb® - ¢
22 Va=0b-c

x:bﬁ.

1
210g:v—310ga:log5+logb+§logc

(¢) Vlen

22
log — = log 5bv/c

a
2
L —sb/e
a
z? = 5a®by/c

x = \/badb/c.
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(d) Sé pari duhet pércaktuar bashkésiné né té cilén mund té ndodhet zgjidhja
e ekuacionit. D.m.th.

5—x>0} x<5}

~ ~ z€(—0,3).
3—z>0 <3
D.m.th. zgjidhjen e ekuacionit e kérkojmé né intervalin (—o00,3). Tani pér
x € (—00,3) ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin log(s—x)(3—z) =
log 10. Ky i fundit éshté ekuivalent me ekuacionin (5 —xz)(3 —x) = 10, zgjidhjet
e té cilit jané z; = 4 — V11 dhe x5 = 4+ V11. Meqenése z; € (—o0,3),
ndérsa x5 ¢ (—00,3), atéheré pérfundojmé se vetém x; = 4 —+v/11 éshté zgjidhje
e ekuacionit.

(e) Ngjashém si mé larté, 5 —z >0 dhe 35—2° >0. Dm.th. =<5
dhe (V/35 — an)(f’/%2 + 2V/35 + 2?).  Meqé trinomi Y35 4+ x¥/35 + 2 éshté
pozitiv pér ¢do = € R (pse?), atéheré = < v/35. D.m.th. z <5 dhe z < v/35,
respektivisht z < v/35.

Tani, pér z € (—o0, V35) ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin
(5—x)3 = 35— 23, respektivisht z? — 5z +6 =0 zgjidhjet e té cilit jané z, = 3
dhe x5 = 2. Meqenése kéto vlera i takojné intervalit (—oo, V/35), pérfundojmé se
té dy kéto vlera jané zgjidhje té ekuacionit. Pra bashkeésia e zgjidhjeve e ekuacionit
té dhéné éshté B = {3,2}.

(f) Megenése z2+19 >0, atéheré x —8 >0, d.m.th. x> 8. Pra, pér
x € (8,00) ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me barazimin z%+19 = 100(z —8).
Zgjidhjet e kétij té fundit jané z; =9 dhe x5 = 91. Pra bashkésia e zgjidhjeve
éshte B = {9,91}.

Shembulli 6.20. Té zgjidhen ekuacionet

(a) 0.1-2'°8*~1 =10, (d) log2z —3loggz+2 =0,
)
(b) 225 T = 1027, () logyz+log, 2=,
!
(c) 2'°%7 =100z, (f) logylog, z =log, 3+ log, 4,

Zgjidhje. (a) Pér z > 0 ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin
z°8*=1 = 102, Logaritmojmé ané pér ané dhe marrim ekuacionin (logx — 1) -
logz = 2. Tani zévendésojmé t = logz dhe ekuacioni transformohet né njé
ekuacion kuadratik (¢ — 1)t = 2, zgjidhjet e té cilit jané ¢; = —1 dhe ¢y = 2,
ndérsa né lidhje me z jané x; = 107! = 0.1 dhe x5 = 10?> = 100. Meqenése
r1,x2 > 0, atéheré té dy kéto vlera jané zgjidhje té ekuacionit.

(b) Pér x>0 ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin 2log?z -
logz = 14 3logx. Tani zévendésojmé t = logx dhe ekuacioni transformohet né
njé ekuacion té shkallés sé treté 2t — 3t —1 = 0. E faktorizojmé polinomin né
anén e majté dhe marrim (¢ +1)(2t> —2t+1) = 0. Meqenése trinomi 2t* — 2t + 1
éshté pozitiv pér ¢do t € R, atéheré e vetmja zgjidhje e ekuacionit té fundit éshté
t = —1, respektivisht = =10"1 =0.1.
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(¢) Pér x>0 ekuacionii dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin log® z —
logx —2 = 0. Tani zévendésojmé t = logx dhe ekuacioni transformohet né njé
ekuacion té shkallés dyté ¢> —t —2 =0, zgjidhjet e té cilit jané ¢; = —1 dhe
to = 2, ndérsa né lidhje me z jané x; = 107! = 0.1 dhe =z, = 10® = 100.
Megenése x1,x2 > 0, atéheré té dy kéto vlera jané zgjidhje té ekuacionit.

(d) Ngjashém, si né rastet e mésipérme zévendésojmé logx =t. Zgjidhjet
jané x; =10 dhe x5 = 100.

(e) Duke shfrytézuar vetiné se log,b-log,a =1, a,b> 0,a,b# 1, atéheré
pér x € (0,1) U (1,00) dhe pas zévendésimit log,z = ¢t marrim ekuacionin

1
t+ it respektivisht 2t? —5t+2 = 0. Zgjidhjet e kétij té fundit jané ¢, = 3
dhe t5 =2, ndérsa né lidhje me = jané x; = V10 dhe x9 = 100.
(f) Pér logyz >0, dm.th. pér z>1 vlen

log, logy = logy 3 + log, 4 <= logy © = 12 <= z = 2'? = 4096.

Shembulli 6.21 Té zgjidhen ekuacionet qé vijojné

) logyx +log,x+loggz =171,
( ) 5210g5 24 92 — 5x+10g5 2,
2
(c) loggx -logyw - logyy wlogg « = 3’
(d) 10g5 (21.5w—2.5 + 21.51:—0,5 —0.01- 53$+1) =3 — 17
(e) logz4loga?® +loga® + - +log ' = 5050,
) log,(6+77°)=1+uz.

(a) Pér x>0, ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin log, s z* +
log ¢ z? + log,qx = 7, respektivisht log;q = log 167, prej nga marrim se
2" =167, prej nga marrim se x = 16.

(b) Vlen
52 logs 2+x 9 — 5x+10g5 2 . 510g54 LT _9 — 5T . 510g5 2

4.5 —2=2.-5"<«<=5"=1<«<=x2=0.

(¢) Vlen

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
og. T - logy x - log,- xloge: x = — : : ' Y
g3 o9 8a7 T 108gy 3 log, 3 log,9 log,27 log,81 3
1 2 4 1
- = e=og"3=—
24 - logi 3 3 B 16
1
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(d) Vlen
1Og5 (21.5w—2.5 4 21.51‘—0.5 _ 001 . 53$+1) — 336 _ 1 —
21.5:13—2.5(1 + 22) _ 2—25—253$+1 — 53%—1
5. 21.51:—2.5 — 2—253m—1 4 53:1:—1 — 21.5z—0.5 — 5390—1

1
(V2)p)rl =531l ees 3z - 1=0= = 3

(e) Pér x>0, ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin log(x - 22 -

23 2'%%) = 5050. Tani, duke i shfrytézuar vetité e fugive dhe ato té logaritmeve,
kemi

log 2112100 — 5050 <= log #59°0 = 5050 <= 2°%%° = 10°%%% «—= z = 10.

nn+1)

, S
2 (n

Vérejtje 6.4. Kétu kemi shfrytézuar formulén 1424 - -+n =
N).
Vérejtje 6.5. Ky rezultat edhe mund té pérgjithésohet si vijon

n(n+1)
2

logz +loga? +loga® + -+ +loga" = <~ x = 10.

(f) Vlen
log;(6+ 7 ) =1+4+2<=6+T7 " =T"T"«—=64+7"=7-7"

1
<—6+—=7-T".

I
Tani zévendésojmé 7% =t dhe ekuacioni transformohet né njé ekuacion kuadratik
1
72 —6t —1 = 0, zgjidhjet e té cilit jané ¢ = —7 dhe to = 1. Meqgenése

t =T7% >0, atéheré zgjidhje éshté vetém ¢y =1, respektivisht z = 0.
Shembulli 6.22. Té zgjidhen ekuacionet qé vijojné

2logx—1 logx __ ~logxz—1 log x
92log _ qlogz _ ~log —3.4los7

(a) z+log(l+2%)==xlogh+logb,
(b) log (4" —6) —log 5(2" —2) =2,
(€) a1°%% =16 <6x1°gﬁ n 25) ,
(d) logs(28 —37) = 2108370,
(e) *-logyx® — (22% + 3) - logg(2x + 3) = 3 - log, MLH)’
(f)  logy(a® + 2z —8) -l0g,2_gup94 = 1,
(9) logsy 7(9+ 122 + 42®) + logy, , 5(62° + 23z + 21) = 4,
(h) Tlogw _gloga+l _ 3 glogz—1 _ 13 qloga—1
)
)

gitloss® — 3q.
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Zgjidhje. (a) Meqgenése 2% >0, atéheré 14+2* >1>0 pérc¢do z= € R,
ndérsa x = logl0®. Tani ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin
log 10%(142%) = log 5” - 6, respektivisht 107(1+2%) = 5%-6. Pas pjesétimit ané
pér ané me 5% marrim ekuacionin 2%(1+2%) = 6. Pas zévendésimit 2* =¢ > 0,
ekuacioni kalon né njé ekuacion kuadratik ¢(1 +t) = 6, zgjidhjet e té cilit jané
t1 = —3 dhe t; =2. Meqenése t = 2% >0, atéheré zgjidhje e ekuacionit éshté
vetém t = 2, respektivisht z = 1.

log, 6

(b) Sé pari 4 —6 > 0 dhe 2 —2 > 0 gjegjésisht = > dhe

log, 6 log, 6

z > 1, d.m.th. , respektivisht x € ,oo) = D. Kjo d.m.th.

se zgjidhjet eventuale té ekuacionit duhet t’i kérkojmé né bashkésiné D.

4 — 6
Tani, pér z € D ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin log, 5 955 =
2, 4* - . o
2=log s V5, qé d.m.th. 5 5 = 5. Tani zévendésojmé 2% =t dhe ekuacioni

merr formén t% — 6 = 5t — 10, gjegjésisht 2 — 5t +4 = 0. Zgjidhjet e kétij té
fundit jané ¢; =1 dhe ty = 4, respektivisht x; =0 dhe zo = 2. Meqgenése
1 =0¢ D, ndérsa 9 = 2 € D, atéheré zgjidhje e ekuacionit té€ dhéné éshté
vetém o = 2.

1
(¢) Sé pari o > 0. M eqgenése logvx = ilogfn dhe pas zévendésimit

2'°8% = t marrim ekuacionin irracional t = 16(6vt + 25). Zgjidhje e kétij
ekuacioni irracional éshté vetém t = 10000. Tani kemi ekuacionin z'°8% = 10000,
qé pasi té logaritmojmé ané pér ané marrim ekuacionin log? z = log 10000 = 4,
1
respektivisht logz = +2, prej nga marrim zgjidhjet z; = 1072 = — dhe

100
xo = 10% = 100.

(d) Meqenése 2/ (@) > 0 pér ¢farédo funksioni real dhe meqé baza e logaritmit
éshté 3 > 1, atéheré sé pari duhet ta zgjidhim sistemin e jobarazimeve 28—3% > 1
dhe 3 —xz >0, respektivisht = <3 dhe z <3, dm.th. z € (—o0,3) = D.

Tani, pér = € D ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin logs(28 —
3

3
3%) = 3 —x, gjegjésisht 28 — 3% = 337% = 3 Pasi té zévendésojmé 3% =t
marrim ekuacionin % —28t+27 = 0, zgjidhjet e té cilit jané ¢t; =1 dhe t, = 27,
ndérsa né lidhje me x jané z; =0 dhe x5 = 3. Meqenése z; € D, ndérsa
x9 & D = (—00,3), pérfundojmé se vetém 0 &éshté zgjidhje e ekuacionit.

(e) Sé parivlen pér z # 0, 2x+3 >0, dhe 5 v 3 >0, d.m.th. z € (0,00)
x
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vlen
z? -logs 22 — (227 + 3) - loge (22 + 3) = 3 - logs 50 13
2\z? 3
logs \/m(ji;m = log, <2x‘j—3>
(xz):ﬁ 23

22243

(20 +3)=7°  (2r+3)°

2
22243
5——3

22 = (2x + 3)
22273 _ (m)zﬁ—g

3 3
202 —3 =021 = —/ =, 20 = |/ =.
X 3 0 i) \/?,ZBQ \/;

3
Megenése x € (0,00), atéheré pérfundojmé se vetém xzo = \/; éshté zgjidhje e

ekuacionit.

(f) Pér 2 +2x—8>0 dhe 2> —62+9 >0 dhe 2% —62+9# 1, dm.th.
pér z € ((—oo,—4) U (2,00))\{3,4} vlen

log, (22 + 27 — 8) - 10g,2 gy 194 =1 <= log,(z* + 2z — 8) - log(,_3p24=1
1

L 1
log, |z — 3|

logy (2% + 22 — 8) - log|,_32=1+ log, (2 + 2z — 8)

logy (2% 4 22 — 8) = log, |z — 3|
22 + 20— 8=z — 3|

Pér ta zgjidhur barazimin e fundit, dallojmé dy raste:

1. Pér z € (—o0,—4)U(2,3), = —3 <0, atéheré ekuacioni i dhéné éshté

ekuivalent me ekuacionin z? + 2x — 8 = —x + 3, respektivisht 2% + 3z — 11 =0,
-3 —+/53 -3+ v53
zgjidhjet e té cilit jané 1 = ———— dhe z9 = +7 Megenése té dy

zgjidhjet i takojné intervalit (—oo,—4) U (2,3), atéheré té dy vlerat x; dhe xo
—3-+63 -3+ \/53}

jané zgjidhje té ekuacionit. D.m.th. By = 5 5

2. Pér x € (3,00)\{4}, *—3 >0, atéheré ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent
me ekuacionin x?+2x—8 = x—3, respektivisht 2>+ —5 =0, zgjidhjet e té cilit

—-1—-+21 —-1++v21

jané x1 = — dhe zo = Megenése asnjéra nga kéto zgjidhje

nuk i takoni intervalit z € (3,00)\{4}, pérfundojmé se By = (). Pra, bashkésia e

—3-/53 —3+\/§}

zgjidhjeve e ekuacionit té dhéné éshté B = B UBy = { 5 , 5

(9) Pér 1 #324+7>0, 422 +122+9 >0, 1 # 22 +3 >0 dhe
3
622 + 23z +21 > 0, qgé pasi t'i zgjidhim kéto jobarazime marrim se z > —5 dhe
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r#—1, dm.th. ze€ (—g, —1)U(—1,00) = D kemi kéto ekuivalenca

1083, 7(9 + 122 + 42?) + logy, , 5(62% + 23z + 21) = 4
1083, 7 (22 + 3)% + logy, 5 (22 +3)(3x +7) =4
2logs, 1 7(22 +3) + 1+ logy,  3(3x+7) =4

1

—-3=0.
logs, . 7(22 + 3)

2logs, 1 7(22 +3) +

Pas zévendésimit ¢ = logs, -(2x + 3) ekuacioni i fundit béhet kuadratik dhe

zgjidhjet e tij jané t; =1 dhe ¢y = ndérsa né lidhje me z jané z; = —4

)
1
1 2
dhe x5 = vk Meqgenése x1 = —4 ¢ D, ndérsa xo = ~1 € D, pérfundojmeé se
1
e vetmja zgjidhja e ekuacionit éshté 1

(h) Pér x>0 kemi
7logz o 5logm+1 =3. 5logz—1 —~13. 7logz—1 — 7logx . (1 + 13) = 510gac . (5 + 3

7 log x 7 2
<5> —<5> <= logxr = 2 < x = 100.

Megé x = 100 > 0, atéheré pérfundojmé se 100 éshté zgjidhje e ekuacionit.

(i) Edhe kétu, pér x > 0 ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin

1 1
log x log x
4 <3+2> =7 <1+7). Vlen

4logx . z — 710gx . §

7
logx —2 =0 <= z = 100.

- 4logac72 — 710ga072

Pasi qé¢ 100 > 0, atéheré 100 éshté zgjidhje e ekuacionit.

(j) Pér x > 0, pasi té logaritmojmé ané pér ané marrim ekuacionin
(14logg z) -logg x = 1+ logg x, i cili éshté ekuivalent me ekuacionin (1+logs x) -

1
(logzz — 1) = 0, zgjidhjet e té cilit jané z; = 37! = 3 dhe x5 = 3. Meqé
T1,xo > 0, pérfundojmeé se té dy kéto vlera jané zgjidhje té ekuacionit.
Shembulli 6.23. Té zgjidhet ekuacioni logaritmik
lo x 3 +3=-V6
V5 log 5 N '

Zgjidhje. Pér x > 0, zévendésojmé log, s x =t dhe marrim ekuacionin irracional

t-\/%—l—S:—\/é.
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Ky ekuacion éshté ekuivalent me sistemin e jobarazimeve
(1) % +3>0
(2) t<0 (%)
3) % <§’+3> =(-v6)2=6

Pasi ta zgjidhim ekuacionin e fundit sipas ¢, marrim qé t; = —2 < 0 dhet; =1 > 0.
Vetém vlera t = t; = —2 i plotéson jobarazimet (1) dhe (2), prandaj vetém —2
éshté zgjidhje e sistemit té jobarazimeve (). Késhtu:

IOg\/gl‘:—2<:>$:(\/5)_2: =

Pérfundimisht, zgjidhja e ekuacionit éshté x = 5

Shembulli 6.24. Nése Kosova né momentin e tanishém ka 1.6 milion banoré,
atéheré pas sa viteve numri i banoréve do té dyfishohej, nése shkalla e shtimit
natyror éshté 0.01, d.m.th. 10 promilé?

Zgjidhje. Formula n(k) = no(1l + p)k shpreh shtimin e popullatés sé njé
vendi né funksion té kohés (p.sh. viteve) k. Nga kushti n(k) = 2ng, atéheré

log 2
~ 69.7—vite.
log 1.01 vite

Shembulli 6.25. Intensiteti i drités gjaté depértimit népér njé léng me tej-
dukshméri relative shprehet (llogaritet) me formulén

marrim ekuacionin 2 = 1.01%, prej nga marrim se k=

I = Ipe k4, (1)

ku d éshté thellésia e shprehur né ” feet” (amer. 3 feet=1m), I, éshté itensiteti i
drités né sipérfaqe té léngut, ndérsa k éshté njé konstanté dhe ndryshon varésisht
nga lloji i léngut. Nése k = 0.00853, atéheré njehsoni thellésiné né té cilén
itensiteti i drités do té reduktohej 10% ndaj asaj né sipérfaqe Io.

Zgjidhje. Nga kushti i detyrés kemi I = 90%-Iy = %I{). Tani, nga ekuacioni

9
EIO = Toe 2098334 marrim ekuacionin lnﬁ = —0.00853 - d, respektivisht
3In3 —1In10
= 7% = 12.35 feet.

Shembulli 6.26. Supozojmé se numri i mizave té njé blete rritet sipas funk-
sionit eksponencial
q(t) = 25e%%,

ku t éshté koha e shprehur né dité. Pér sa dité numri i mizave té bletés do té
béhet 3757

Zgjidhje. Nga kushti i detyrés kemi

In15
q(t) = 25¢%2 = 375 = 25¢%2 = 15 = "2 = ¢ = E—2 ~ 13.54 dité.
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Detyra né lidhje me ekuacionet logaritmike

1. Té zgjidhen ekuacionet logaritmike

logy(z — 1) + logy(z +2) =2,

— —_
< S

Q
S N e N N N N

log,, V5 + log,5r — 2.25 = (logw \/5)2 ,
(log(z +2) —logx) -log, 0.1 = —1,
log(7 — 2%) —log(5 +4%) +1log 7 =0,
log(4 + 2°%2) = log4 + log(5 - 2*7* — 1),
log(3“ +2) —log(2-3* " +9) = log 3,
5log% x+ log% 23 + 8logg,> = 2,

)

D

~—~ o~
SEISES

1
1 1 =1 1 —
Og13+0g3$ Ogﬁ3+0g3\/5+ 27

—
~.

logs, ; + loggx = log v'100,

3,3
.’L'2 log>x—35 logz _ /107
72(10g7 3+x) 7= 7x+10g7 2’

N
T .
~— —~— ~— ~—

1
log, logs(2z + 3) + log% log% ; + =1,

4+ 3
2
( 1 ) logg (2" +22+4) log1 (z+2)
= 6 6

—
o~

3
2+logV1+x+3logyV1l—x=1log\1—x2

I

= 2

—
S

log, 52 - logy x - logy 5 @ - logy o = 54,
logs, (2% + 87 + 16) + log,+4(37% + 20z + 32) = 4,
(logs(2? — 22 — 3) - 108,24 140149 25 = 1,

—~
o o
—_ — o N D

log?z —loga® +2=0,
logs (9771 4 7) = 2+ log, (3"~ + 1),
1+logy(z —1) =log, ;2.

—~ N~
59

—~

f

3. Njehsoni syprinén e sipérfaqes, véllimin dhe masén e rruzullit tokésor, nése

rrezja e Tokés éshté r = 6371km  dhe dendésia e saj éshté p = 5.518-2— —
cm

K
p=5518-2,
m
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Udhézim. Formula pér syprinén e sipérfaqes sé sferés éshté S = 4nr?, pér

4
véllimin e saj éshté V = gm’

procedurés sé llogaritjes shirytézoni vetiné a = a

3 ndérsa m = pV. Pér arsye té thjeshtésimit té

loga her edo a > 0.

4. Njeshoni thellésiné e léngut ku intensiteti i drités do té reduktohej vetém 2%
nga intensiteti i drités né sipérfage nése k = 0.0585.

Rezultatet: Bashkésia B e zgjidhjeve e ekuacionit pérkatés éshté:

1.
(CL) {_3? 2} )
) {5},
(¢) {5},
d) {2},
(e) {3},
(f) {3},
2.

@ {s

b
2, (d) {10,100},  (f) {3,4},

(b)

@ {3v3}. {1071}, (m) {0},

3,0\/5}, ) {f()QO}

’é}7 (C) {5}’ (e) {172}7

3. Sipérfagja e Rruzullit tokésor éshté e barabarté me 510.1-10° km?; véllimi i
Rruzullit tokésor éshté péraférsisht i barabarté me 10%! m?, kurse masa e Rruzullit
tokésor éshté péraférsisht e barabarté me 5.97 - 10?4 kg.

4. d=0.35 feet (3 feet=1m).

Né vazhdim do t’i zgjidhim disa jobarazime logaritmike.

Shembulli 6.27. T¢ zgjidhen inekuacionet logaritmike

(a
b

c
d

e

)
)
)

—~ T~~~

)
)

S~

)
)
)

g

—~ o~
>

—~
~

k
(

—~ L~

)
7)
)
)

log(x 4 2) > log 2z,

log(x —4) —log(z +1) < 1,

log, 5(2x + 6) > log, 5(z + 8),

logy(2? — 32 4+ 4) < 1,

logs(z* — 5z + 6) < 0,

log, « + log,(z + 1) < log,(2x + 6), (a > 1)
log,, a+ 3log,2, a >0, (a>1)

logy,2 (27 42) <1,

logy 5(2? — 4z + 3) > —3,

logs x > logys (3x — 2),

logz(1 — x) <logy(x +2).



Funksionet eksponenciale dhe ato logaritmike 197

Zgjidhje. (a) Pér z+4+2 >0 dhe 2z > 0, dm.th. =z € (0,00) dhe
meqé baza e logaritmit éshté a = 10 > 1, inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent
me inekuacionin x4+ 2 > 2x. D.m.th. x <2 dhe x € (0,00), respektivisht
z € (0,2) =B.

(b) Sé pari duhet qé L—f—2 > 0, @é éshté ekuivalent me faktin x €
T

(—o0,—2)U(1,00) = D. Prapér x € D inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me

inekuacionin

> 1, bashkésia e zgjidhja e té cilit éshté x € (—o0,—2) = E.

T+
Rrjedhimisht, bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B=DNE =
(—o0, —2).

(¢) Edhe kétu, sé pari  —4 >0 dhe z+1 >0, dm.th. =z > 4. Pér
x € (4,00) inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin z—4 < 10(z+1),

14
gé dm.th. x> — 9 Rrjedhimisht, bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné

14
éshté B = (4,00) N (—9,00) = (4,00).

(d) Pra, 2¢+6 >0 dhe z+8 > 0, qé éshté ekuivalent me faktin
x € (—3,00) = D. Megenése baza e logaritmit éshté mé e vogél se 1, atéheré
pér x € D inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin 2z 4+ 6 < x + 8,
respektivisht « < 2. Pérfundimisht bashkeésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné
éshtée B = (—3,2).

(e) Sé pari duhet té zgjidhim jobarazimin z? —3z4+4 > 0. Kétu a=1>0
dhe D = -7 < 0, d.m.th. trinomi z? — 3z +4 > 0 &shté pozitiv pér ¢do
xz € R. Meqgenése baza e logaritmit éshté 2 > 1, athéheré inekuacioni i dhéné
éshté ekuivalent me inekuacionin 2 — 3z +4 < 2, respektivisht z € (1,2) = B.

(f) Ngjashém si né rastin (e), 2> —5x+6>0, (a=1>0,D =1 > 0),
respektivisht = € (—o00,2) U (3,00) = C. Tani, pér = € C inekuacioni i
dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin z? — 52 +6 < 1 (pse?), respektivisht
22 =5z +5<0. Kétu, a=1>0,D=5>0, dm.th. bashkésia e zgjidhjeve e

5—v5 5+5
2 7 2

jobarazimit té fundit éshté intervali = FE. Késhtu, bashkésia

e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté

B=CNE = ((_0072)U(3700))m<5—\/57 5+\£> _ (5_2\/3,2>u<3, 5+\@> |

2 2 2

(9) Pér >0, x+1>0, 2¢+6 >0, dm.th. z € (0,00) =C dhe meqé
baza e logaritmit a éshté mé e madhe se 1, atéheré inekuacioni éshté ekuivalent
me inekuacionin log, z(z + 1) < log, (22 + 6), respektivisht z(x + 1) < 2z + 6.
Bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té fundit éshté (—2,3) = D. D.m.th.
bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B =C N D = (0, 3).

(h) Megenése a > 1, atéheré kétu duhet té vlejé ax > 0,ax # 1 dhe
1 1

a’r > 0,6’z # 1, gé¢ dmth. z > 0,2z # — dhe z # —, respektivisht pér
a a
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1 11 1
rze |0, |U|l—,—)U[—,00] =C, inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me
a? a?’ a a

inekuacionin + > 0. Vlen

log,ax = log, a’x

1 3 5+4log, x
+ >0 <= >
log,ax = log, a’x (1 +log, z)(2 + log, x)

9

gé pasi té zévendésojmé log,x = t, inekuacioni i fundit shndérrohet né njé

inekuacion kuadratik, bashkésia e zgjidhjeve e té cilit né lidhje me ¢ éshté t &

5
-2, ~1 U (—1,00), ndérsa bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit fillestar éshté

1 1 1
éshte r€ | —-,—= U | —,00 ] =B.
a?’ a/a a

(1) Pér inekuacionin logy,>_,(2x+42) < 1 sé pari duhet té gjejmé bashkésiné
e vlerave té cilat guxon t’i merr ndryshorja z. Pra duhet té zgjidhim sisitemin

x> -1
204+2>0

1
2%2 — 2> 0 Nxe(—oo,O)U<2,oo> -~

202 —x # 1 1
7 56175—57332751

1 1 1
~ -1, —= —= =1 1 =C.
xe( ) 2>U( 2,0>U(2,)U(,oo) C
Dallojmé dy raste:

1
1. Nése z € C dhe 22> —2>1, dmth. ze€C dhe z € <—oo,—2> U

1
(1,00), respektivisht =z € | —1, D) U(1, 00), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent
me inekuacionin 2zx+2 < 22?—x (1 = logy,> ,(22%—2)). Bashkésia e zgjidhjeve

1
e inekuacionit té fundit éshté <—oo, —2> U (2,00). Pérfundimisht, né kété rast,

1
T € (—17—2> U (2,00) = Bs.

1
2. Nése z€C dhe 0<222—z <1, dmth. zeC dhe z € (—2,2),

1

1
respektivisht z € <—2,O> U (2,

1 1
zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B = By U By = (—1, —) U (— 0) U

(;1> u(1,2):(—1,0)\{—;}u (;,00>\{1a2}- 2 2

(j) Sé pari duhet g8 2% — 4z +3 >0, dm.th. 2 € (—00,1) U (3,00) = C.
Megenése baza e logaritmit éshté 0.5 mé e vogél se 1, atéheré inekuacioni i

1> U (1,2) = By. Pérfundimisht, bashkésia e
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dhéné éshté ekuivalent me sistemin e inekuacioneve

22 —4x+3>0 x € (—o00,1) U (3,00)
, ~ ~x€[-1,1)U (3,5 = B.
x—4r+3<8 x € [—-1,5]

(k) Megenése log,x = log,m ™ pér ¢do = >0 dhe m € R, bashkésia
e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné caktohet me zgjidhjen e sisitemit té inekua-
cioneve

>0 x>0
2 2
3r—2>0 3 ~ T> 3 ~x€<3,1]u[2,oo):B.
x223x—2

x € (—00,1] U [2,00)

(1) Megenése logi (z + 2) = —logg(z + 2), atéheré jobarazimi logz(1 — z) <
log1 (x + 2) éshté ckuivalent me sistemin e jobarazimeve

1—x2>0
1
r+2>0 ~w6<—2, ﬁ]u

) 2
r+x—1>0

-1 5
2] -

Shembulli 6.28. Té caktojmé fushén e pérkufizimit pér funksionin f(x) =
Zgjidhje. Meqgenése shprehja nén logaritém duhet té jeté mé e madhe se

zero, atéheré marrim sistemin e inekuacioneve

2
1 —logaz43) 2% >0 108 (25 43) 2" <1

22 >0 z#0
20 +3>0 x>—%
20 +3#1 v 4 -1

108243 z? < 10g(2,43) (27 + 3)

Y ore <—§,_1> U(=1,0)U(0,00) = D

Dallojmé dy raste:

1. Pér x € D dhe 2x+3 > 1, atéheré inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me
inekuacionin z? < 2z 4 3, respektivisht x € D dhe z € (—1,3). Rrjedhimisht
By =Dn(-1,3) =(-1,0) U (0, 3).

2. Péer x € D dhe 0 < 2x+ 3 < 1, atéheré inekuacioni i dhéné éshté
ekuivalent me inekuacionin 2? > 2243, respektivisht € D dhe z € (—o0, —1)U
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(3,00). Rrjedhimisht By = D <—; —1> A (=00, —1) U (3, 50)) = (-3, —1).

2
Pérfundimisht, bashkésia e zgjidhjeve e sistemit té inekuacioneve té mésipérme
3
éshté B = B U By = <—2, —1) U (—=1,0) U (0,3), qé paraget edhe fushén e

pérkufizimit té funksionit f(z)=In (1 — log(2,43) x2).

Shembulli 6.29. T¢ caktojmé fushén e pérkufizimit pér funksionin

f(z) = V1og(5* + = — 20) — z + zlog 2

Zgjidhje. Ngjashém si né shembullin paraprak, fusha e pérkufizimit caktohet
nga zgjidhja e sistemit té inekuacioneve

log(5” +  — 20) — x + zlog2 > 0} log(5% + = — 20) zxazlogZ:logBI}

5" 4+x—20>0 5% +x—20>0
5 +x — 20 > 5 r > 20
~ . - ~ . ~ x € [20,00).
5" >20—=x 9" >20—=x

Shembulli 6.30. Té caktojmé fushén e pérkufizimit pér funksionin f(x) =
6 — 5z
10g2 logw m —1).
Zgjidhje. Duhet ta zgjidhim sistemin e inekuacioneve

6 — 5z 6 — 5z

1 —-1>0 — 0
Crrs izt *7
6 — 5z 6 — Sz 1
>0\ o >0\ o Z) =
1z +5 1r+5 x€<Q2> B.
x>0 x>0

Shembulli 6.31. Pér cilat vlera té ndryshores = éshté i pérkufizuar funksioni
f(z) =log, , ¢(x* —2 —6)7?

Zgjidhje. Funksioni f(z) = log,»_, ¢(z° — x — 6) éshté i pérkufizuar
pér € R tétilleé q¢ 22 —2—6 >0 dhe 22 —2z—6 # 1. Dmth. z €
1—-+/29 1++29
(—o0,—2)\ { —y }U(?), 00) \ {+2 }, ndérsa vlera e kétij funksioni éshté
e barabarté me 1. (Vizatoni grafikun!).
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Shembulli 6.32. Té zgjidhen inekuacionet gé vijojné

6 —1 1
3r —1 (e) logslogg =< log: logs v )
(a) log, ——— >0, x+1 576 6 — 1
T4 5_ 30
b) log (2> —2—2)<3 (f) logs(5—37)log, > —1,
gm 9
(c) log10°8@+10) 51 4 logz, (g9) |z —1[0820472) > |g — 1jlee=2(1+2)
(d) 0.610g0'510g5 % > 1, (h) ’562 — 2$| +4

0 S —
52 |lx 4+ 2| + 22 —

(@) 1. Pér z € (1,00), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent sistemin

r—1 3z —1 3z —1
0 dhe —— >1 @é d.m.th.
:L'2+1> ¢ i e ¢-m x?+1

22 4+1 >0 pércdo = € R, atéheré inekuacioni i fundit éshté ekuivalent me
inekuacionin z? — 3z +2 < 0, respektivisht z € (1,2) N (1,00) = (1,2) = By.

inekuacioneve

> 1. Meqgenése

2. Pér z € (0,1), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent sistemin inekuacioneve

3z —1 -0 dh 3r—1
e

2 +1 2 +1
sistemi i fundit i inekuacioneve éshté ekuivalent me sistemin

1
3z —1>0 dhe z?—3z+2>0, respektivisht = € (3, oo) N((—o0, 1)U

1
(2,00)) N (0,1) = <3, 1) = By. Pérfundimisht, bashkésia e zgjidhjeve e inekua-

1 1
cionit t& dhéné éshté B = By U By = <3, 1) u(1,2) = <3, 2> \{1}.

< 1. Megenése x?+1>0 pércdo = € R, atéheré

(b) Veprohet ngjashém si né rastin (b) dhe pér rezultat fitohet bashkésia e
zgjidhjeve B = (2, 00).

(c) Jobarazimi log 10'8@+16) 5 1 4 Jogx éshté ekuivalent me jobarazimin
log(z 4+ 16) > 1 + logxz. Tani, pér x > 0, inekuacioni i fundit éshté ekuivalent
me inekuacionin x + 16 > 10x. D.m.th. bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té

dhéné éshtée B = <0, 1;)

) 4 5
(d) Sé pari a?f _—:: 3 > 0, dm.th =z € <—4, oo) = D. Meqgenése
1 =0.6" atéheré pér x € D inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin
5 4
log, 5 logs % < 0. Tani, baza e logaritmit éshté mé e vogél se 1, prandaj
x
5 4
nga inekuacioni i fundit marrim inekuacionin logy % > 1 = logs 5. Tani,
x

baza e logaritmit té fundit éshté mé e madhe se 1, prandaj kemi inekuacionin
or + 4
z2 43
fundit mund ta shumézojmé me 2243 dhe marrim inekuacionin 5z?—5z+11 < 0.
Bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit té fundit éshté boshe (0 (pse?), prandaj
bashkésia e zgjidhjeve e inekuacionit né rastin (d) éshté B = (.

> 5. Meqenése z2+3 >0 pércdo z € R (pse?), atéheré jobarazimin e
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(e) Shfrytézojmé vetiné e logaritmeve log, z = log,. x* pér ¢do = > 0
dhe o € R\{0}. D.m.th. logsz =logs_1 2~ '. Prandaj inekuacioni

6x — 1 z+1
log logg a1 < log% 1og%

6xr —1
éshté ekuivalent me inekuacionin

6x — 1 6x — 1
log logg e < log% logg R

x—1
Tani, pér arsye té thjeshtésimit, zévendésojmé t = logg )
x

jeté t > 07). Inekuacioni e merr formén logst < log 1t respektivisht ¢ < —,

>0 (pse duhet té

bashkésia e zgjidhjeve e té cilit éshté ¢ € (0,1). D.m.th. 0 < logg 6x+—1
x

5
< 6, bashkeésia e zgjidhjeve e té cilit éshté B = <2, oo> .

<1,

6
respektivisht 1 < *
z+1

(f) Pér 5—3% >0, dm.th. z € (—oo,logs5) inekuacioni i dhéné éshté
ekuivalent me inekuacionin log, (5 — 3%) - (logy(5 — 3%) — 3) > —1, respektivisht
log, (5 — 37) - (logy(5 — 3%)? —3) > —1. Nése zévendésojmé log,(5 — 3%) = t,
inekuacioni transformohet né njé inekuacion kuadratik ¢(2t—3) > —1. Bashkésia

1
e zgjidhjeve e kétij té fundit éshté <—oo, 2] U[l,00). Kjo do té thoté se pér

1
x < loggh vlen log,(5—3") < 5 ose log,(5—3%) > 1 respektivisht 5—3% <2
ose 5—3">4;x>1 ose x <0. Pérfundimisht marrim bashkésiné e zgjidhjeve
té inekuacionit té dhéné B = (—o0,0] U [1,logs5).
(9) Te inckuacioni |z — 182472 > |z — 1[°82(14®) " s& pari duhet té
zgjidhim sistemin e jobarazimeve
4—-—x>0 r <4
l+z>0p~2x>-1)~ze(-1,1)U(l,4) =D.
x—1#0 x#1
Tani, pér x € D dallojmé dy raste:

1. Nése |z —1] > 1, dm.th. z—1>1 ose z—1< —1 dhe z € D,
prej nga marrim se z € (—1,0) U (2,4), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me
inekuacionin log,(4 — x) > log,y(1 + x), respektivisht 4 —z > 14z, gé d.m.th.

x < g Por, x € (—1,0)U(2,4), prandaj B; = (—1,0).

2. Nése [r—1| <1, dmth. —1<z—-1<1 ose 0<z<2 dhe z€ D,
prej nga marrim se x € (0,1) U (1,2), inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me
inekuacionin log,(4 — x) < logy(1 + x), respektivisht 4 —z < 1+ x, qé d.m.th.

3 3
x> 7 Por, = € (0,1)U(1,2), prandaj By = <2,2>. Pérfundimisht, bashkésia

3
e zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B = By U By = (—1,0) U (2, 2).
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|22 — 22| + 4
|z + 2| + 22
itmit éshté 2 > 1, atéheré inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin
|22 — 22| + 4
|z + 2| + 22
dhe marrim |22 — 2z| 4+ 4 < |z + 2| + 2. Meqenése

(h) Megenése >0 pérgdo x € R (pse?) dhe baza e logar-

<1, té cilin mund ta shumézojmé me eméruesin |z 42|+ (pse?)

2 _fa?—2z, mése 22—22>0 _ [2?—22, nése x€ (—o0,0]U[2,0)
|x*—2z| = 9 N 9 = 2 .
—x° +2x, nése z°—2x <0 —z? + 2z, mnése z € 0,2],

ndérsa
|x+2|_{x+2, x+220_{x+2, Tz > -2

r—92, z4+2<0 | -z-2 a<-2’

atéheré dallojmé rastet:
1. Pér z € (—o0,—2], marrim inekuacionin 2?2 =20 4+4 < —x— 24 22,
respektivisht z > 6. D.m.th. By = 0.

2. Pér z € [-2,0], #2 =22z >0 dhe z+2 > 0, prandaj inekuacioni
|22 —2x|+4 < |z+2|+2? éshté ekuivalent me inekuacionin z? —2x+4 < z+2+22,

2
respektivisht z > 3 Por x € [-2,0], prandaj edhe By = .

3. Pér z €[0,2], 2 =22z <0 dhe z+2 > 0, prandaj inekuacioni
|22 —2x|+4 < |x42|+2? éshté ekuivalent me inekuacionin —z?422+4 < x4+24-22,
respektivisht 2z? — x —2 > 0. Bashkésia e zgjidhjeve e jobarazimit té fundit
1- \/ﬁ] 1+ V17
Yl

dshte _
esnte x € < 0, 1 1

1417 2]
R

). Por x € [0,2], prandaj edhe

By =

3. Ngjashém, pér = € [2,00), 2°—2x > 0 dhe 42 > 0, prandaj inekuacioni
|z? —22|+4 < |z+2|+2? 8shté ekuivalent me inekuacionin z? —2x4+4 < x4+2+22

2
respektivisht = > 3 D.m.th. Bz = [2,00). Pérfundimisht, bashkésia e

1+ V17 )
—

I Cw

B; =

zgjidhjeve e inekuacionit té dhéné éshté B = )

1
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Detyra né lidhje me inekuacionet logaritmike

1. Té caktohen bashkésité e zgjidhjeve pér inekuacionet qé vijojné

(a) logy(x® —5x+6) < 1,

(b) logys(a® + 1) < logg 5(2x —5),
2¢ — 8

1 “—°

(c) logis J—" <0,

(d) logys(z —0.5) +logg 5(x — 1) > 1,

(€ ———+—> <

° 5 logz  1+logx ’

() log (6367 = -2,
2 _

(9) log L R S 0,

22 flr—5] ~
(h) logi Va3 +a2 + 2 —13-logs(—2” + bz — 6) < 0.

Rez. Bashkésia B e zgjidhjeve pér inekuacionin pérkatés éshté:

(a) [1,2)U(3,4], () (0,110>u(100,1000)U(100000,00),

(®) (2,00), (f)  (=00,0) U[logg5,1),
© (10 0 (-o-2]u[37
)

o P o

Udhézim pér rastin (k). Sé pari funksioni f(z) = —2? + 5z — 6 duhet té jeté

(2,3).

1
pozitiv, prandaj x € (2,3). Vlera maksimale e funksionit f(x) éshté 1 dhe kjo

vleré arrihet pér z = % Kjo do té thoté se 0 < —22 + 52 — 6 < i, prandaj

log%(—aj2 +5x —6) > 0 pér ¢do x € (2,3). Poashtu, 1 < 23+ 22 +2—-13 <25

(pse?) pér z € (2,3), prandaj log1 Va3 + a2 +2—13 < 0 pér ¢do = € (2,3).
Késhtu, bashkésia e zgjidhjeve e jobarizimit té dhéné éshté intervali (2, 3).




Kapitulli VII

Trigonometria né rrafsh

Fjala trigonometri éshté fjalé greke e pérbéré nga fjalét: ¢ri (tre), gono (kénd)
dhe metri (matje), pra domethénia e saj éshté matje e trekéndéshit. Me matje
té trekéndéshit nénkuptojmé llogaritjen e té gjitha elementeve té trekéndéshit,
p.sh. gjatésité e brinjéve, masén e kéndeve, syprinén e tij, gjatésité e lartésive,
medianeve etj., duke i ditur, né rastin e pérgjithéshém tre elemente té pavarura
té tij. Ajo daton qysh nga kohérat e lashta. P.sh. egjiptasit e vjetér, duke
shfrytézuar trigonometriné bénin rindarjen e parcelave rreth lumit Nil té cilat
ishin té pérmbytura mé paré. P.sh. Heroni shfrytézoi formulén

S =1/s(s—a)(s —b)(s —¢),

pér njehsimin e syprinés sé sipérfaqges sé trekéndéshit kur na jané dhéné gjatésité
e brinjéve a,b dhe ¢, ku s = %b“'c. Astronomét e vjetér njehsonin largesén e
trupave qielloré nga Toka pikérisht duke shfrytézuar trigonometring, et;.

7.1. Funksionet trigonometrike té kéndeve té ngushta

Le té jeté dhéné trekéndéshi kénddrejté AABC me kéndet e ngushta «, (
te kulmet A, B respektivisht dhe kéndin e drejté te kulmi C; katetet a, b
pérballé kéndeve «, [ respektivisht dhe hipotenuzé ¢ pérballé kéndit té drejté.
Kétu, a+=90°, a,b<c dhe a®+b* = c? (teorema e Pitagorés).
A

Fig. 7.1

Pérkufizim 7.1.1. Funksionet trigonometrike té kéndit té ngushté « pérkufizohen
si vijon

, a b
sina = — ctga = —
c a
b 1
cosa = — ¢, seca = (1)
c COSs (v
a 1
tga = b cosec o = —
sin o
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Ngjashém,
tg =

ctg B =

sin 8 =

(1)

olfalo

Qo

cos B =

Lexuesi nuk e ka véshtiré, p.sh. sinusin e kéndit ta formulojé si raport (herés)
ndérmgjet katetés pérballé kéndit dhe hipotenuzés, ndérsa kosinusin e kéndit ta for-
mulojé si raport (herés) ndérmjet katetés ku shtrihet kéndi dhe hipotenuzés, et].

Nga pérkufizimi i mésipérm, vérejmé se pér kéndet e ngushta « dhe [ té
tilla q¢ o+ S =90°, vlen

. . . sin «

0 <sina,sinf < 1 sina = cos 3 tga =
cos «
0 <cosa,cos 8 <1 cosa =sinf3 COos (v

ctga = —

0<tga,tgf < oo tga = ctg B Sllia

0 <ctga,ctgf < oo tga-ctga =1 tga =
ctga

dhe
cos? o+ sin® o = 1. (2)

Shembulli 7.1. T’i njehsojmé funksionet trigonometrike té kéndeve 30°,
60° dhe 45°.

Zgjidhje. Pér njehsimin e vlerave té funksioneve trigonometrike té kéndeve
30° dhe 60° nisemi nga trekéndéshi barabrinjés, ndérsa pér njehsimin e vlerave
té funksioneve trigonometrike té kéndit 45° nisemi nga trekéndéshi kénddrejté
barakrahésh.

30°| 30°

60° 60°

N
N

Fig. 7.2
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Te trekéndéshi barabrinjés me gjatési té brinjés a lartésité jané kongruente,

3
ndérsa gjatésia e tyre éshté h = a—; kéndet e brendshme jané nga 60° si

dhe simetralja e cilitdo kénd té brendshém pérputhet me lartésiné dhe simetralen
e brinjés pérballé kulmit. Né bazé té késaj, kemi:

2 1 aV/3
. o__ 2 __ — 3
SIHSO = g = 5 COS3OO = 2 = £
/3 /3 a 2 ’
a 3 2 1
Sin6()° =2 = COS6OO — 2 _ =
a 2 a 2
ndérsa
g 1 V3 1
tg30° = 2= = — = —— ctg 30° = =3
o V33 tg 30°
a3 . 1 V3
tg 60° = (21 =3 ctg 60° = tg 60° = 3
2

Megenése hipotenuza c¢ e trekéndéshit kénddrejté barakrahésh me katete a
éshté ¢ = av/2, atéheré pér kéndin 45° kemi

. o a a 1 \/5

Sin4h° = - = — = — = —
a2 V2 2

o a a 1 V2

cos4h’ = —=—=— = —
¢ av2 V2 2

si dhe a
tg45° = ctg4h® = — = 1.
a

Tani, mund té ndértojmeé kété tabelé

« sin «v cos o tg o ctg o
1 V3 V3
30° - — — 3
2 2 3 v3
. V3 1 V3
60 5 5 V3 3
2 2

7.2. Funksionet trigonometrike té kéndeve té ¢farédoshme

Si¢ e dijmé nga gjeometria, kéndi éshté union i dy gjysmédrejtézave a dhe
b me fillim té pérbashkét né njé piké O. Pika O quhet kulmi i kéndit, ndérsa
gjysmédrejtézat a dhe b quhen krahét e kéndit.
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Cdo kéndi jo té orientuar i shogérohet njé numér real jonegativ i cili quhet
masé e atij kéndi, ndérsa te kéndet e orientuara masa mund té jeté edhe negative.
Jané disa njési pér matjen e kéndeve, por ato mé standarde jané shkalla °, grada
(gr) dhe radiani (rad). Raporti ndérmjet tyre éshté

27 - rad = 360° = 400 gr = 7 - rad = 180° = 200 gr,

180 °
prandaj lrad = <> = 57.2957795...°.
™
A )Y ‘# tg
! B(01) M. ctg
-1 T g
i N T N, MT
N (cﬁs a,sina)
B
C(—l,O)‘ a A(1,0)
-
M,

|OM,| = cosa

|OM,| = sina

D(0,—1))
|[AM7| = tga
|BM;| = ctga
cosB = —|ON,|
sinf = |ON,|
Fig. 7.3

Le té konsiderojmé rrethin [(0,1) me gendér né origjinén O(0,0) té
sistemit koordinativ. xzOy dhe rreze té barabarté me 1. Ky rreth quhet
rrethi trigonometrik. Le té jeté A(1,0) (B(0,1)) piképrerja e kétij rrethi me
gjysméboshtin pozitiv té€ boshtit Oz (Oy). Né vazhdim té gjitha kéndet do
t’i konsiderojmé me kulm né pikén O dhe njérin krah (fiks) té pérputhet me
gjysmédrejtézén OA, ndérsa krahu tjetér ndérron. Nése krahu tjetér 1éviz né
kahjen e kundért me até té lévizjes sé akrepave té orés, kéto kénde do t’i kon-
siderojmé me masé pozitive, ndérsa kur krahu tjetér 1éviz né kahjen e njéjté me
até té lévizjes sé akrepave té orés, ziiiheré kéto kénde do t’i konsiderojmé me masé

negative. Késhtu, kéndi o = Z(OA,OM), tregon se pika M i takon rrethit
trigonometrik [(O,1), ndérsa A éshté piké fikse e rethit 1(O,1), e cila ndodhet
né boshtin Oz.

Tani, mund té pérkufizojmé vlerat e funksioneve trigonometrike té kéndit té

— —
cfarédoshém o = /(OA,OM). Le té jené M, (M,) projeksionet normale té
pikés M né boshtin Oz (Oy). Atéheré marrim kété
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Pérkufizim 7.2.1. Kosinus (sinus) té kéndi « quajmé vlerén algjebrike té pro-
——

jeksionit normal té rrezevektorit OM né boshtin Oz (Oy).

D.m.th.
— —
|OM,|,  nése vektorét OM, dhe Ox
jané me kahje té njéjtée
- — —
cosa =19 0, nése vektori OM éshté normal né vektorin Oz
—
—|OM,|, nése vektorét OM, dhe Oz
jané me kahje té kundért,
— —
|OM,|,  nése vektorét OM, dhe Oy
jané me kahje té njéjté
o — —
Sl =19 0, nése vektori OM éshté normal né vektorin Oy

—
—|OMy|, nése vektorét OM, dhe Oy
jané me kahje té kundért.

Duke i konsideruar tangjentet tg (ctg) té rrethit trigonometrik [ né pikén
A(1,0) (B(0,1)) si boshte numerike me origjiné né pikén A (B), funksionet tgo
dhe ctga pér kéndin «, i pérkufizojmeé si vijon: kéndit « i pérgjigjet pika e vetme
M né rethin trigonometrik . Drejtéza d(O, M) e pret drejtézén (tangjenten)
tg(ctg) né pikén Mg (Mc), e cila pér abshisé (ordinaté) ka = =1 (y = 1),
ndérsa pér ordinaté (abshisé) ka njé vleré tjetér y (x) e cila quhet tangjent
(kotangjent) i kéndit «.

Késhtu, pér o # g + km, k € Z, kemi:

—— —
|AMr|,  nése vektorét AMp dhe tg
jané me kahje té njéjteé,
- — —
tga =9 0, nése vektori OMyp éshté normal né vektorin  tg ,
— —
—|AMry|, nése vektorét AMy dhe tg
L jané me kahje té kundért,

kurse pér a # km, k € Z, kemi:

— —
|BM¢c|,  nése vektorét BM o dhe ctg
jané me kahje té njéjté,
= — —
ctga =4, nése vektori OM éshté normal né vektorin ctg

— e
—|BM¢|, nése vektorét BM o dhe ctg
jané me kahje té kundeért.
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Nga kjo qé u tha mé larté, shihet qarté se sin0° =0, sin90° = Sing =1,
sin(—90°) = sin (—g) = —1, sin270° = sin3g = —1, sin450° = sin5g =1,
ndérsa cos0° =1, cos90° =cos— =0, cosl80° =cosm=—1, cos(—90°) =
cos (—g) =0, cos270° = cosSg =0, cos360° = cos2m = 1, cos450° =

T

55 =0, etj.
cos 5 etj

Megenése boshtet koordinative e ndajné rrethin trigonometrik 1(O,1) né
katér pjesé kongruente (kuadrante), atéheré shohim se funksioni sin i kéndéve,

—

rrezevektori OM i té ciléve ndodhet né kuadrantin e paré apo té dyté, éshté
pozitiv, ndérsa né kuadrantin e treté dhe té katért éshté negativ; kurse kosinusi
éshté pozitv né kuadrante I dhe IV, ndérsa negativ né ata II dhe III. Funksionet
tg dhe ctg e kané shenjén e njéjté dhe ata jané pozitiv né kuadrantet I dhe III,
kurse negativ né kuadrantet II dhe IV. Nga pérkufizimi i mésipérm kemi

sin(a + g) = cosa, |

(a+3)=—s
in(—a) = — si cos(a+ =) = —sina
sin(—a) = —sin«, B )
cos(—a) = cos a, tg(
tg(—a) = —tga,
ctg(—a) = —ctga,

m
a+§) = —ctga,

I
ctg(a+ 5) =—tga,

kel),
sin(a + 2k7) = sina sin(a — f) = —cosa, ( )
cos(a + 2km) = cos « 2 T
tg(a+ km) = tga cos(a — 5) = sin a,

ctg(a+km) =ctga  tg(a — g) = —ctga,

T
ctg(a+ 5) =—tga,

qé d.m.th. se funksionet trigonometrike jané funksione periodike dhe ate funk-
sionet sin dhe cos me periodé T = 27w, ndérsa ato tg dhe ctg me periodé
T = . Po ashtu vlen identiteti

cos?a+sina=1, YacR, (3)
si dhe .
tgazsma, a;«éz—klm
cos o 2
ctgazc?sa, o # kw
sin «v
. tg o T
sina=+—""2"——, a#—+kn
V1+tg?a 2 (k€ 2),
1
cosao =+—— oz;éz+k:7r
V1+tg?a 2
tga-ctga =1, a#g—l—kw, o # km
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ku shenja + varet se né cilin kuadrant ndodhet kéndi «.

Kujdes! Duhet té kemi parasysh se tangjenti i kéndit o = g + km, k € Z nuk
ekziston, sepse né até rast drejtéza d(O, M) éshté paralele me drejtézén tg dhe si

s
té tilla nuk priten. Por, né rastin limit (kufitar), kur masa e kéndit « i ofrohet —

nga ana e majté (mé i vogél se 5), dm.th. a« — <§) , vlerat tg o tentojné né

~+o00; kurse kur a — (g)+, vlerat tg o tentojné né —oo. Pra:

lim tga = -+o0, kurse lim tga= —cc.
a—>(g)_ a—>(g)+

Ngjashém, kotangjenti i kéndit « = km,k € Z nuk ekziston. P.sh., pér kéndin
a = 0 kotangjenti i tij nuk ekziston, por

lim ctga = +oo, kurse lim ctga = 400,
a—0t a—0~

Ja disa vlera te funksioneve trigonometrike pér disa kénde karakteristike, té cilat
i lexojmé drejtpérdrejt nga rrethi trigonometrik:
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7.3. Formulat e adicionit dhe rrjedhimet e tyre

Formulat e adicionit zéné njé vend gendror né trigonometri. Ato na ndihmojné
qé t'i njehsojmé vlerat e funksioneve trigonometrike té shumés apo diferencés sé
dy kéndeve « dhe f; té zgjidhim ekuacione, inekuacione dhe shumé probleme
tjera né trigonometri.

Ndérmjet numrave realée R dhe pikave té rrethit trigonometrik mund té
ndértohet njé korrespodencé biunivoke F, p.sh. ¢do numri real ¢ i korrespondon
kéndi me masé ¢, njéri krah i té cilit pérputhem me abshisén ox, ndérsa piképrerja
e krahut tjetér me rrethin trigonometrik do té ishte pika korresponduese. D.m.th.
E:R —Q, ku @ éshté rrethi trigonometrik.

A y
N(cos(a + B),sin(a + B)) 1
‘ | Ny
y ﬁ """""""" NV (cos a, sin @)
a+ [} )
—1 a ﬁ . )
(=t 0 My A(LO ¥
_B ’.'
P(cos(—P),sin(—P)) = P(cos(B), — sin(P))
DO,-1)'

Nga kongruenca e trekéndéshave AON dhe MOP rrjedh se |AN| = |[MP].

Fig. 7.4

Le té jené «, 8 € R. Shénojmé me A = E(0), ndérsa N = E(a+[3). Le té
jené P = E(—f) dhe M = E(a). Eshté e qarté se gjatésia e harkut PM &éshté
a+ 8. Megenése hargeve kungruente u pérgjigjen tetiva kongruente té té njéjtit
rreth, pérfundojmé se |[AN| = |PM|. Koordinatat planare té pikave t& mésipérme
jané: A(1,0), N(cos(a+ p),sin(a+ B)), P(cos(—p),sin(—p)) = (cos 3, —sin ),
M (cos a,sin o). Tani shfrytézojmé formulén pér distancén mes dy pikave A(x1,y)
dhe B(z2,y2) né rrafshin zOy

|AB|? = (22 — 21)* + (y2 — y1)*
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dhe marrim

|AN|? = (cos(a + 8) — 1)*> + (sin(a + 8))* = 2 — 2cos(a + ),
|PM? = (cos o — cos 8)% + (sin v + sin 8)% = 2 — 2 cos a cos 8 + 2 sin asin .

Megenése |AN|? = |PM|? prandaj pas barazimit té anéve té djathta, marrim
cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf, «,f € R.

Nése né formulén e mésipérme né vend té [ zévendésojmé —f3, dhe shfrytézojmé
vetité e funksioneve sin dhe cos, do té marrim identitetin

cos(a — ) =cosacosf +sinasinf, (a,8 € R).

Po ashtu, duke ditur se cos (g - a) = sin ¢, marrim formulat adicionale pér sin,
si vijon
sin(a + B) = sin a.cos 8 4+ cos a:sin
n(e+ f) = i " (6 peR)
sin(a — ) = sina cos § — cos asin f3.
Té katér kéto formula mund t’i shkruajmé né njé formé meé té shkurtuar dhe mé
té pérshtatshme pér t’i mbajtur né mend:

sin(a £+ ) = sinacos 8 £ cos asin
cos(a £ ) = cosacos 3 F sin asin 3

} - (,f€R) (4)

Shembulli 7.2. T’i njehsojmé sin75°, cos75°, tg75°, ctg75°, si dhe
sin 105°, cos105°, tg105° dhe ctg105°.

Zgjidhje. Vlen

sin 75° = sin(30° + 45°) = sin 30° - cos 45° + cos 30° - sin 45°

_1ov2 VBv2 V2

2 2 2 2_4(1+\/§)'

Ngjashém, marrim se

V2 1
T2(V3—1),tg75° =2+ V3,ctg75° = ——— =2 — /3.
R ), tg g 2575

Pér rastet tjera, shfrytézoni barazimin 105° = 60° 4+ 45°. Tani mund t’i gjejmé
formulat e pérshtatshme pér sin 2q, cos2q, tg(a £ (), ctg(a £ ), etj. Vlen

cos75° =

sin 20 = sin(a 4+ «) = sina cos a + cos asin @ = 2sin o cos a,

2 2

cos 2ae = cos(a + a) = cos acos o — sin asin @ = cos” o — sin” av.
Pér njehsimin e tg(a+ 5) dhe ctg(a £ ) shfrytézojmé formulat (4). D.m.th.

sinfa = 8) sinacosftcosasinf  tgaLtgp
cos(a =)  cosacosf FsinasinB 1Ftgatgs

tg(a £ B) =
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Né ményré analoge marrim se

ctgactgSF 1
ctgBEctga
Rrjedhim i dy formulave té mésipérme jané formulat:

ctgla & 8) =

2t k
tg2a:7gg, a;éi—i-l,kez,
1—-tg*
ctg?a —1 km
to 20 = —o ¢ T ke
e s 2ctga a7 27
Duke i shfrytézuar formulat (2) marrim identitetet
sinnm =0, cosnm = (—1)",
sin ((Zn + 1)% + a) = (—1)"cosa, cos ((Qn + 1)% + a) = (-1)"sina

sin(nm + a) = (—1)"sina, cos(nt +a) = (—1)"cosa, n € Z.

Identiteti (3) dhe fornulat (4) luajné njé rol té réndésishém né trigonometri.
Cdo formulé tjetér trigonometrike direkt ose indirekt éshté rezultat i tyre. Prandaj
rekomandohet gé ato patjetér té mbahen mend, ndérsa formulat tjera té nxirren
prej tyre.
Megenése
cos 2a = cos? a — sin a
1 =cos?a+sin? a,

atéheré po t'i mbledhim (zbresim) ané pér ané marrim fromulat

9 1+ cos 2« 1+ cos2«

cos“a = ———— = cosa = |/ ———,
2 2

.9 1 — cos 2« . 1 — cos 2«

sin a:Tzsma:i —

ku shenja =+ wvaret se né cilin kuadrant ndodhet kéndi. Kéto formula njihen si
formulat e gjysmékéndit.

Shembulli 7.3. Té njehsojmé sin g,cos g,tgg dhe ctg %

Zgjidhje. Kéndi g ndodhet né kuadrantin e paré, prandaj kemi

\/1—COS2~7§:\/1—COSZ_ 1—%2\/2—\&
e —_— 5 .

. +
sin — =
8

Ngjashém, marrim se

2 2 - 2

T \/2 ﬁ

COS —

8

)

_|_
T2
V2-V2 _ [2-V2 =v2-1
T Verve V22 ’
T \/2+\@ 24++2

ctg — = =V2+1.
8 2-v2 \V2-V2

00\>1
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2 -2
sepse kéndi ndodhet né kuadrantin e katért, e né té cilin sinusi éshté negativ. Po
ashtu

sm<_g>:_\/1cos2-<g> Vi

. . o e o 2sin 5 cos 5 2tg 5
sinao=sin2- — = 2sin — cos — = - — a
2 2 2 cos?2§ +sin"§  1+tgg
Né ményré analoge marrim se
a s g cos?2—sin®%  1-—tg?%
cosa =Ccos2+ — = cos® — —sin” — = o — = 5o
2 2 2 cos?$+sin®g  1+tg®§

o
Nése merret zévendésimi tg 3= t, atéheré marrim formulat
2t 1—1¢?
—, CcOSau=——>.
14+t 1+12

Formulat (4) né fakt pérmbajné katér formula. Duke i i mbledhur (zbritur) ato
marrim:

sino =

sin(a + )
sin(a + B)
cos(a+ ) + cos(a — B) = 2cosacos

cos(a + ) — cos(a — ) = —2sinasin

+ sin(a — B) = 2sinacos 8

—sin(a — B) = 2cosasin g

()

Nése marrim zévendésimet o + 8 = & dhe o — 3 = y, prej nga marrim se

X T —
o= -2|-y7ﬁ = y, atéheré formulat e mésipérme marrin formén
X xr — )
sinx + siny = 2sin ;ycos 2y
i ; Tty . x—y
sinz —siny = 2 cos si
” 0
xr+y T—y s
COSl‘+Cosy:2COS cos 2
. Tty . T—yY
COS$_COSy:—281n sin 2
J

té cilat na mundésojné qé shumén (diferencén) e funksioneve trigonometrike ta
zbérthejmé né prodhim. Kéto formula gjejné zbatim né analizén matematike tek
limitet dhe derivatet e funksioneve.

Nga formulat (5) marrim formulat

sinacos 8 = % sin(a + B) +sin(a — B)], |

cosasin 3 = % [sin(a + B) — sin(a — B)], o
cos acos 3 = % [cos(a + B) + cos(a — B)], |

sinasin 8 = —% [cos(a + ) — cos(a — B)], |
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té cilat na mundésojné qé prodhimin e funksioneve trigonometrike sin dhe cos ta
zbérthejmé né shumeé apo diferencé. Kéto gjejné zbatim te integralet e funksioneve
trigonometrike.

Preferohet qé studenti t’i mbajé mend formulat (3) —(7) dhe t'i zbatojé ato
sa heré qé té paraqitet nevoja.
Shembulli 7.4. T’i thjeshtojmé shprehjet

sin o + cos? o + sin? a - cos? o = sin? a(sin? o 4 cos® a) + cos® @ =

= sin®a + cos? a = 1,
4 4
4 cos” a+sin” o 2
lttgia  Toste S oo
tg2a +ctg?a  sinlatcosia T ocog2q &
sin? o cos? a

Shembulli 7.5. T’i vértetojmé identitetet

1
(a) costa+sin*a=1-— 5 sin?2q, (¢) cosda+4cos2a+3=38 cos? a,
1 — cos2a 4 sin 2«

d =tga.
(d) 1 + cos2a + sin 2« ga

3
(b) cosa+sin®a=1- 1 sin? 20,

Zgjidhje. Vlen
2

4sin®
(a) cos* o+ sin* a = (sin® & 4 cos? @)% — 2sin® a - cos’a =1 — w
1, . ) 1,
=1——-(2sina-cosa)® =1 — —sin” 2a.
2

(b)  cos® a4 sin® o = ((sin? @)® + (cos? a)® =

= (sin? o + cos® ) (sin* @ — sin? o cos? a + cos? )

= (sin? o + cos? a)? — 3sin® avcos® a =

3
1-— 1 sin® 2av.

(c) Sé pari cos4a dhe cos2a ishprehim pérmes cosa. Vlen
cos 4a = cos? 20 — sin? 20 = 2cos? 20 — 1 = 2(2cos’ a — 1)? — 1
=8costa — 8cos?a + 1,
cos 2ac = cos? a — sin® a = 2cos? o — 1.
Prandaj
cosda 4 4cos20+ 3 = 8cos’ a — 8cos? o + 1+ 8cos’av — 4+ 3 =

= 8cos* o

(d) Vlen

1 —cos2a +sin2a  2sin®a + 2sinacosa  2sina(sina + cos a)

1 +cos2a+sin2a  2cos?a + 2sinacosa 2cosa(cosa + sin a)

=tga.
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Shembulli 7.6. Pa pérdorur tabelén logaritmike apo kalkualtorin njehsoni

(a) sin75° +sin15°, (¢) sin105° —sin15°,
(b) cos105° — cos 75, (d) cos75° —cos15°.

Zgjidhje. (a) Do té shfrytézojmé formulat (6). Vlen

sin 75° + sin 15° = 2sin 5 cos ) = 2sin 45° - cos 30°
L, V2 V3 VG
n 2 2 27
(b) Vlen
105° + 75° 105° — 75°
c0s 105° — cos 75° = —2sin + - si = —25sin 90° - sin 15°

75° + 15° 75° —15°

9 S1n 9

1 — cos 30°
=2 4/ —=-"1/2—-V3.
\/ 5 V2 -3

Ngjashém i llogarisim edhe dy rastet tjera dhe pér rezultat marrim

(¢) sin105° —sin15° =

2
\2[, (b) cos75° —cos15° = — 5

Detyra né lidhje me shprehjet trigonometrike

1. Tregoni se jané té sakta identitet

sin 20° - sin 40° - sin 80° =

c0s10° - cos 50° - cos 70° =

|5 =/

tg6° - tg H54° - tg 66° = tg 18°.

(cos a + cos )2 + (sin o + sin )% = 4 cos 5 6,

(cosa — cos )2 + (sin o — sin 3)% = 4 sin?

V2

sina + sin 8 + siny — sin(a + § + ) = 4sin 5 5

2

a+p . B+y . v+«
sin sin

)

o+ OS,8+’yCOS’y+a

cosa + cos § + cosy + cos(a + [ + ) = 4 cos 5 ¢ 5

3 . . 3 sin 4o
cos”or-sina —sin“a-coso = ——,

sin? o 4 sin? B + 2sina - sin f - cos(a + f) = sin*(a + B).

2

)
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3. Nése «,(,v jané kéndet e brendshme té njé trekéndéshi, atéheré vértetoni

identitetet
(a) sina—i—sinﬁ—i—sin’yzllcos%-(3085-cos%,
(b) sinﬂ—i—sinfy—sinazélcosg-sinﬁ-si 1,
2 2 2
(c) cosa—i—cosﬁ—i—cos'y:1+4sin%-sin§-sin%,

(d) tga+tgf+tgy=tga-tgf-tgy,
(e) sin2a+ sin2f3 4+ sin 2y = 4sin asin S sin .

Udhézim. Shfrytézoni faktin se a+ 5+ v =m = 180°.

4. Nése a+ [+~ = g, atéheré vértetoni identitetet

(a) ctga+ctgf+ctgy =ctga-ctg - ctg,
(b) sin® a4 sin? B 4 sin? 4 + 2sina - sin B - siny = 1.

5. Pa tabelé logaritmike apo kalkulator tregoni se

(a) .oT . 2 . 3w 1
a) sin— -sin — -sin — = —
8 8 8 4’

) T 27r+ 3T 1

COS — — COS — + COS — = —

7 7 7 2’

(¢) 16sin10° -sin30° - sin 50° - sin 70° - sin 90° = 1,

(d) sin10° - sin20° - sin 30° - sin 40° - cos 10° - cos 20° - cos 30° - cos 40° = 256"
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7.4. Barazimet (ekuacionet) trigonometrike

Pérkufizimi 7.4.1. (Cdo barazim (ekuacion) tek i cili e panjohura paraqitet
si argument i sé paku njérit prej funksioneve trigonometrike, quhet barazim (ekua-
cion) trigonometrik.

1. Ekuacionet e tipit sinz = a kané zgjidhje né R nése |a| < 1. Nése
x = arcsina = ¢, atéheré bashkésia e zgjidhjeve B e ekuacionit do té jeté:

B={p+2kr:keZ}.

2. Ekuacionet e tipit cosx = a, zgjidhen ngjashém sikur ata té tipit 1.

3. Ekuacionet e tipit tgz = a, kané zgjidhje né R pér ¢cdo a € R. Nése
x = arctga = ¢, atéheré bashkésia e zgjidhjeve do té jeté:

B={p+kr:keZ}.

4. Ekuacionet e tipit ctgx = a, zgjidhen ngjashém sikur ata té tipit 3.

5. Ekuacionet e tipit asinxz 4+ bcosx = ¢, zgjidhen me ané té zévendésimit
x
tg 5 = t, me ¢’rast kemi:

) 2t 1 —¢2
siny = —, COST = —,
14 ¢2 14 ¢2

ndérsa ekuacioni i tipit 5 kalon né njé ekuacion algjebrik (racional) sipas t—sé.

6. Ekuacionet e tipit asin®?z + bsinz + ¢ = 0, (a cos’>x + bcosz + ¢ = 0,
atg®x+btgxr +c=0, actg® z + betgx + ¢ = 0) zgjidhen me ané té zévendésimit
sinx =t, (cosz =t tgz =t,ctgx =t).

7. Ekuacionet e tipit asin®x + bsinz cosz + ccos>z = 0, pas pjesétimit me
cos?z, (x# (2k + 1)%, k € Z) kthehen né ato té tipit 6.

Shembulli 7.7. T€ zgjidhen ekuacionet:

(a) 2sinx =1, (¢) 2sinx 4 sinz =0,
(b) 2cosz =3, (d) sinz = sin 2z,
(c) tgz=1, (dh) sin3z = cos 2.

1 1 )
Zgjidhje. (a) Nga sinz = 3 marrim se x = arcsin 3 € {W, g}, d.m.th.
bashkésia e zgjidhjeve éshté:

B:{x:x:%+2k7rv:625%+2k:7r,k’ez

——
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(b) Ngjashém si né rastin (a), marrim se bashkésia e zgjidhjeve éshté
T
B:{x:x:ig—l—Qk‘w,k‘EZ}.

(c)
B:{x:x:%—i—kﬂ,keZ}.

(¢) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin sinz =0 ose 2sinx +
1
1 =0, respektivisht x = km, ose sinx = —5 prandaj bashkésia e zgjidhjeve té

ekuacionit éshté:

B:{x:x:imvxz—%+2lmvx:7%+2kw,kez}.

(d) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin sinz = 2sinzcosz, i
cili éshté i ngjashém me até té tipit (¢), prandaj bashkésia e zgjidhjeve éshté:

B:{x:x:kw\/x:g—i—Qkﬂv:r:—g—i—ka,kEZ}.

(dh) Ekuacionin e dhéné mund ta zgjidhim né dy ményra:
1° Ekuacioni sin3x = cos2x éshté ekuivalent me ekuacionin sin3x —
iy

sin (5 — 2$> =0, ndérsa ky i fundit éshté ekuivalent me ekuacionin:

3z+ 2 - 22 3r+ 5 + 2x
2 cos ; sin ; =0.

5
Prandaj, cos (g + %) =0, ose sin <2:r - Z) =0, qé d.m.th.

2
:(214:4—1)%, ose fx—%:mw,k:,mez

* 2

1

T
2
respektivisht
oo
10

%ro Ekuacioni sin3xz = cos2z éshté ekuivalent me ekuacionin sin3z =
sin 5ﬂ:2w , prandaj kemi:

x:g(4k+1)\/x (4m + 1), k,m € Z.

3m:g+2x+2lm ose 3x:g—2x+2m7r,

respektivisht

l’ZE—I—Qk’ﬂ' ose 33:1

4 1 Z.
5 1O(m+ ), k,m €
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Shembulli 7.8. T€ zgjidhen ekuacionet:

. . 3
(a) 1—2sin®8x = sin4z, (d) sin®z + cos? 2z + sin? 3z = 2’
.4 4, _
(b) sin®x — cos” z = cosw, (dh) sin?z —sinte + costz = 1,
(¢c) 3cos®x —sin®z — 4cos2x =0, (e) sintz — costs = —sin®z — cos® .

Udhézim. (a) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin cos 16x =
cos (g — 4:1:), prandaj

16z = g —4x +2kw ose 16x = —(g —4x) 4+ 2mm, k,m € Z,

qé d.m.th.
_ T hn T meZ
x—40+10, ose ¥ = 24+6,,m .
(b) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin sin? z — cos® z = cosz,
respektivisht —cos2z = cosxz. Zbatojmé formulat pér transformimin e shumés
sé kosinuseve né prodhim dhe marrim:

200s3—$cos£ =0,
2 2

respektivisht

3xr w Tk r T n
— == ose —=—+4+m
2 2" 2 2T
qé d.m.th.

x:g(1+2k) ose x=m(l+2m),k,meZ.

(c¢) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin

1+ cos2x 1 — cos2x
2 2

—4cos2zx =0,

1
prej nga marrim se cos2xr = 3 prandaj 2x = ig + 2km, respektivisht
x::i:%nLkw,kEZ.

(d) Ngjashém sikurse né rastin (c).

(dh) Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin sin?2 — (sin®z —

2 2z =1, qé¢ dm.th. cosz = +1, prandaj z =

cos“x) = 1, respektivisht cos
kn, k € Z.

(e) Té shirytézohet identiteti i ndryshimit té katroréve, e pastaj formulat pér
gjysmékéndin.

Shembulli 7.9. Té zgjidhet ekuacioni cos? <7?: cosT — 8;) =1.
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Zgjidhje. Ekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me ekuacionin

™ 87
1+cos2 (= ) =2
COS (3COSLL‘ 3> s

T 8T
respektivisht —cosz — — = kn, k € Z. FEkuacioni i fundit éshté ekuivalent me

ekuacionin cosx = 3k + 8. Meqgenése —1 < cosx < 1, atéheré nga sistemi i
inekuacioneve lineare —1 < 3k+8 <1 dhe k € Z, marrim se k= —3. D.m.th.
cosx = —1, prandaj = (2m+ 1)m,m € Z.

Shembulli 7.10. Té zgjidhen ekuacionet

(a) 40052z +4c0521: — 3’ = |:3 1:| ’

47
(b) log, |tgz| +1 o8 T 0, ze |23
o z|+logy ———— = T € |-
8218 $49cosz +sinz 4’7
(c) log%(l—l—sinQa))’—i—‘log%(l—sin%v)’ = 1.
1 2
Udhézim. (a) Sé pari shfrytézoni identitetin cos® 2 = w e pastaj
zévendésoni 2°°%2T =t me ¢'rast fitoni njé ekuacion kuadratik.
3 k
Rezultati: (a) =z = %, (b) z= Zﬂ, (¢) z= (—1)’”1% + %, ke Z.

Detyra né lidhje me ekuacionet trigonometrike

Te zgjidhen ekuacionet:

1.
(1) sin (g + %) = -1, (2) cos <§ + %) =1,
(3) V2cos (233—%) =1, (4 2sn @;—%) — V3,
(5) 3tg (x - %) =—V3,  (6) ctg (% - g) —1.
2.

(1) 4v3sin (39: - 3;) =6, (2) 6vV3cos <2a: - 3:) = -9,

(3) \/§+3ctg(£—3x)20, (4) 3+\/§tg(i_£>

3 4
(5) LZQ, (6) ;:2

cos (3z — ) sin (4z + Z)

0,
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(1) tg(1+x)+ctg<i_x)_ 2 (2) cos(%—l—x)-sin(%—x):z,

(3) sin (% —I—x) + cos (g —:c> =

3 6

V3
1

@) tg(%—m)-ctg(m—g):&

sinz +sin3z = 0, (2)  cos2z + cosx = 0,

cos 32 — oS 5 (4) sinbx = cos 10z,

cos 3x = cos , (6) sin (% - q:) = sin (% + m) .

sinx - cos 2x = 0, (2) sin?z =2sinz,

sin® 22 — sin 2z = 0, (4) cos*z —cos?z =0,

sin? (%—x)—kcos(%—i—x)zo, (6) tg? (g+:v) :ctg(%—x).
sinz — v/3cosz = 0, (2) V3sinz + cosz =0,

sin 22 + V/3 cos 22 = 0, (4) sin <g + x) +ctg (2 —x) =0,

3T 3
ctg <2+$) = cos (2—96), (6) V3cos <g—x) —3Sin(g+m) —0.

sin?x — 3sinz +2 =0, (2) 4cos’x —4cosz+1=0,
2sin?x + 5sinz +2 = 0, (4) cos’x 4 cosz —6=0,
tg?z — (V3+1)tgz+v3=0, (6) ctg®z— (V3—1)ctgz —V3=0.

2(:052;10—35111:13:0, .2 2
sin“ x — cos“ x = cosx,

)

) 2sin®3z —5cos3z —4 =0,
6) tg?x+ctgiz =2,

)

)

(
7Sin2x—5c052x+220, (4

(

( 2sin® 22 — cos? 2z = 5 cos 2z,

(1)
3)
(5) tgx—4dctgax =3,
(7)
(9)

2COSQ§+3SiD§ =0,

sinzf —5sinE = 2cos” — (10

4sin*z +12cos’z = 17.
2 2 2’
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9.
4 2
(1) 2cos®x —3cos“x+1=0, (2) tg'z—10tg2z+3 =0,
.4 .. 9
(3) 6sin"z=1+sin"z, (4) 4cos*3z + 8 = 11sin? 3z,
(5) 4Sin4£—1:5coszg.
10.
(1) 5sin®x + 4sin (g—i—x> =4,
(2) 6cos?x + 5cos (g—x> =1,
(3)  cos? <x+%)+3sin(g—m)+120,
(4) 2sin? (:U—I—%)—Scos(%—:ﬂ)—l—lzo.
11.
(1) sin®z —8sinzcosz + 7cos? x = 0,
(2) cos®z —3sinxcosx + 1 =0,
(3) sin®z + 9cos® x = 5sin 2,
(4) cos?z — Tsin? x = 3sin 2,
(5) sin*x — 5sin®zcos?z + 4cos? z =0,
(6) 2sin®z — 3sinzcosx 4 cos? x = 3,
(7) 8sinz +sinzcosx + cos® z = 4,
(8) 2sin* 2z — 9sin® 2z cos 22 4 7sin? 2z cos? 22 = 0.
12.

3
(1) 4sinzcos (g—x)+4sin(ﬂ+$)cosx+2sin <27T—:c> cos(m+x) =1,
3
(2) 2sinzcos (27T—|—x>—SSin(w—x)cosx—i—sin(g—i—x)cosx—O.

13. Duke faktorizuar té zgjidhen ekuacionet trigonometrike

(1) 1+4sinzcosx =sinx + cos 2z,
(2) ctgz+cosx=1+ctgzcosz,
(3) tglzx+tg?r —2tgr —2=0,
(4) 4sinzcosx —1 = 2(sinx — cos x),
(5)
(6)

2

sin® z + sin? z cosz — 3sinz cos? & — 3cos® & = 0,

12sin? ztg? x 4+ 3 = 4sin’ z + 9 tg x.
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14. Duke shfrytézuar formulat e adicionit té zgjidhen ekuacionet trigonometrike

. T . T
s1nxc0s§ —i—cosxsm§ =0,

3
sin x cos 2z + cos x sin 2x = \2[,

tgx+tg2e 1
\/§7
3+V3tgx =3 - 3tgz.

1 —tgrtg2x

i (5 ) (5 o) (5 ) (7 2) =
11 3 xr 11 6 xr 1n 3 xr 6 =
(3 ) (£ 2) o

S1n 6 X ) COS 3

2
7r+ ) <7r x) 1
—+x|sin| = — = -
6 3 2’

15. Té zgjidhen ekuacionet trigonometrike duke zévendésuar tgg =t
(1) sinx —3cosz =1, (2) sinx+2cosx:—§,
(3) Sinl‘+7COS(L‘+7:0, (4) 2Sin2ZL‘—5COS2l‘:—3,

(5) 3sin2z + 2cos2z = 3,

(6)

2sinx +9cosx = 7.

16. Duke shfrytézuar metoda té ndryshme té zgjidhen ekuacionet:

V3sinz + cosz =1,

) (

) V3sinz —cosz = V2, (
5) sin2z + cos2z = —1, (6

) (

sinx +cosx =1,

17.

(1)
(3)

()

arcsin 3x = arctg 5x,
arctg(z + 1) — arctg(z — 1) = %
1

tgz| = tgx —
[te 2] &% cosx’

sin 13z 4 cos 13z = v/2sin 17x,
1 1
= 2V/2,

Ccos T
sin 2z + cos 2z = —1,

sin*z 4+ 5cos2z +4 = 0.

sinzx

(2) |cosx| =cosx —2sinx,
cos 3 cos
(4) 2cosz —sin3x = COBOTCORT
| sin z|
(6) sin*z — cos® 2 = sin® z — cos® x.
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Rezultatet:
1.
3
(1) x:%r+4k:7r,k‘ez; (2) @ =—— +6km, keZ
27
(3) xz%i%Jrkw,keZ; (4) = +2km, 2o = 2k + 17, kE€Z;
(5) @ =km, ke Z; (6) x:—%—i—Blm,kEZ.
2.
T T T
1 = (- 4+ +k=, keZ;
(1) o= (D" + 54k ke Z
197 ™
(2) xl——ﬂ—i—kﬂ',xg—ﬂ—l-kﬂ',kzez,
Tm kw
3) =+ — kel
@) e=g+5, k€
(4) xz%—l—llkﬂ',kez;
T km T km
5 =2 a = 42 ke
() I 6+ 351‘2 18+ 3, € 4
(L T T
(6) z=(-1) o1 24+k:4,k€Z.
3.
(1) xz—%—i—kﬂ',kez;
s i
(2) xl——ﬁ+kﬂ,xg—ﬁ+kﬂ,kez7
2
(3) x1:2k7r,x2:§+2k7r, ke Z:
(4) x1:(2k+1)g, mz%—f—kﬂr.kez.
4.
(1) x:kg,kez; 2) x:(2k+1)g,kez;
T T T
(3) =z k:4,k€,():v1 (4k )10,@ (k7+)30,k:€,

T s

(5) x:kg,kez; (6) x—12+k‘7r,k€Z.
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r1 = km,x9 = (2]{—1)%, keZ;

x=kr, k €Z
T
=k—, kel
x 47 € 4
km
=—, kel
x 27 € 4
T 3T
r1=—+km,xo=— +2kmw, k€Z;
4 4
T T
x1:—§+kﬂ,x2:—ﬁ+kﬂ,kez.
T om
:n:§+k'7r,kez; (2) :L’:E—i—lmr,kez;
T
wz_ﬁ_'_kz’kez; (4) x:(2k+1)—,k€Z;
6 2 2
v =kn, ke Z; (6) ngwm,kez.

x:g—f—QkTr, k € Z;
T
J:::I:§—|—2k:7r, keZ;
x = (fl)k"“l% + km, k € Z;
Ekuacioni nuk ka zgjidhje,

1‘1:%4']{371',1'2:%‘{—]{771', keZ;

ZL‘lz—g—i—k‘ﬂ',ZL‘Q:%—i—k‘ﬂ'kEZ.
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8.
(1) x:(—l)k%—i—lm,kez;
(2) =1 = (2k + 1), 20 = ig 1 %kn, k€ Z:
(3) :U::I:%+k7r,k:€Z;
2 2km
4 =f—+—,kcZ
4) z=%+—, ,
(5) xlz—g—l—kﬂ,xg:arctgél—i—km keZ;
T T
T kT kez
6) ==7+ks ke,
7) o= (—1)’““% 4 3kn, ke Z:
1 1
(8) x = —arccos - +km, k € Z;
2 3
1
(9) == (-1 "2arcsin 3 + 2km, k € Z;
(10) x:(2k+1)£,kez.
9.
T T
(1) xl:kﬂ’w2:z+k§’k€Z; (2) x1::t§+k:7r,x2::t%+k:7r,k‘€z;
T T
(3) o= +k5 kel (4) x:igﬂc%,kez,
4
(5) x:i§+4kw,kez;
10.

1
(1) x1 = 2km,z9 = +arccos (—5> + 2km, k € Z;

1

(2) 1= (—1)k% + km, x5 = (—1)" arcsin 3 +knkeZ;
5

(3) o :ig—l—Zlm,xQ :g+2k7r, ke Z:

™

(4) mlzi%+2k7r,x2:(4k+l)2, keZ.
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11.
(1) =z = g + km,xo = arctg 7+ km, k € Z;

(2) =z = Z + km,xo = arctg2 + km, k € Z;

(3) xz%—l—lm,xz = arctg9 + knw k € Z;

1
(4) x:—g—i—kﬂ,xg:arctg?—f—kwkez;
(5) z1= g + k‘g,l‘z = arctg(+2) + km, k € Z;

(6) =z = —% + km,z9 = —arctg2 + km, k € Z;

3
= —24‘]{?7?,332 :arctgz—i-kﬂ, k € Z;

—~~

EN|

~
8
[y
|

1

(8) w1 =k, zp = (4k + 1)~ 23 = — arctg 3.5+ k~, k € Z.
2 8 2 2

12.

1
(1) $1:%+k7r,x2:arctg§+k7r, ke Z,;

1
(2) = = % + k7, o = arctg 5 + k.

13.
(1) (1 —sinz)(1 —cos2x) =0, x1= g + 2km, o = km, k € Z;

(2) x1:2k7r,x222+k7r, k € Z;
(3) 1= —Z + km,zo = £0.955 + kr, k € Z;
(4) = = (—1)k+1% + km,xo = :tg +2km, k€ Z;

(5) 931:7£+k:7r,932=:i:§+k7r, k€ Z,

(6) (3tg*a —1)(4sin*z —3) = 0.
14.

2 o kT s )
(1) x:§k7r,kEZ; (2) x—(—1)§+k§akeza

(3) z€R, (4) x:(2k+1)g,kez;
™

18

T
(6) o=tk K€L (6) w=—"+kr keZ

12

Zgjidhjet e detyrave 15-17 t’i verifikoni veté nése i keni zgjidhur miré ekua-
cionet (duke i provuar zgjidhjet e gjetura).
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7.5. Jobarazimet (inekuacionet) trigonometrike

Pérkufizimi 7.5.1. (do jobarazim (inekuacion) tek i cili e panjohura
paraqitet si argument i sé paku njérit prej funksioneve trigonometrike, quhet jo-
barazim (inekuacion) trigonometrik.

Dallojmé disa tipe té jobarazimeve trigonometrike.
1° Inekuacionet e formés sinz xa, ku * € {<, <, >, >}

(a) Inekuacionet e formés sinz > a. Nése a < —1, atéheré bashkésia e
zgjidhjeve éshté¢ B = R. Nése —1 < a < 1, ndérsa = arcsina, atéheré
bashkésia e zgjidhjeve éshté:

B= U 2kt + ¢, 2k+ 1)m — ¢).
kEZ

Nése a > 1, atéheré B = ().

(b) Inekuacionet e formés sinx < a. Nése a < —1, atéheré bashkésia e
zgjidhjeve éshté B = (). Nése —1 < a < 1, ndérsa ¢ = arcsina, atéheré
bashkésia e zgjidhjeve éshté:

B= kgz((Qk +)m— @, 2n(k+ 1)+ ¢).

Nése a > 1, atéheré B = R.
Ngjashém shqyrtohen inekuacionet e formés cosz * a.
2° Inekuacionet e formés tgx xa, ku x € {<, <, >, >}.

(a) Inekuacionet e formés tgx > a jané té zgjidhshme pér ¢do a € R. Nése
(p = arctga, atéheré bashkésia e zgjidhjeve éshté:

T
B= U (kn+ .5 (2k+1)).

(b) Inekuacionet e formés tgz < a jané té zgjidhshme pér ¢do a € R. Nése
p = arctga, atéheré bashkésia e zgjidhjeve éshté:

™
B = —(2k—-1),k .
U (5@ = 1), k7 + )

Ngjashém shqyrtohen edhe inekuacionet e formés ctgz xa, ku a € R, €
{< <>, 20
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1
Shembulli 7.11. Té zgjidhet inekuacioni sin2x — - < 0 né intervalin
[0, 27].

Zgjidhje. Inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin
) 1
—1 <sin2x < >

prandaj kemi: 0 < 2x < § V7 — & < 2x < 27, respektivisht bashkésia e zgjidhjeve

. s o
éshté B = [0, E) U <12,7r>.

A)Y
B(o[1)
N (005(5"/6), sin(5 ”/6))
(gD (cos(7)).sin(7¢))
5
6 B
/s
C(—1,0) ¢ 440
o X
D(0,—1)
Fig. 7.5

Shembulli 7.12. Té zgjidhen inekuacionet:

(a) sinz+cosz < V2, (c) tg®z+tg?z>1+tgr,

(b) cosz >sin®x —cos’x, x € [-m, 7], (d) cos2x < cosdz, = € [0,2n].

1
Zgjidhje. (a)Inekuacioniidhéné éshté ekuivalent me inekuacionin —= sin x+

V2

1
—cosx < 1, respektivisht cos (3: — Z) < 1. Megenése |cosz| <1, pér ¢do

V2
z € R, atéheré x—%;&%ﬂr,kez, x#%—l—le,kEZ..
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(b) Inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin cosz + cos2z > 0,

qé pas transformimit né prodhim marrim:

3 3 3
2cos§x-cosg>0<:> <cosz:>0/\cos:; >O> vV (COS2$<OACOS§<O>

0 < 3 < 0 TA i < T < T
2 =27 73 252572
<~ ( T <z < T VAN <z < ) — T E ( T W) B
——<r<-AN-rm<z<T r€(——,-)=B.
3 3 373
(¢) Inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin
> 0.

(tg?z —1)(tgx + 1) >0, respektivisht (tgz + 1)%(tgz — 1)

Pér tgx # —1, d.m.th. pér x # —% + km,k € Z, (tgx +1)> > 0, prandaj

tgx —1 > 0. D.m.th. T +mr <z< g +mm,m € Z. Bashkésia e zgjidhjeve

éshté:
B U (W+ Ty )\{ 7T+k:} u<7r+ i )
= — m —_— m - - - m o m .
mezhez \4 g T AT T g\ Ty T
Ay T tg
B(0,1) ctg
& —
/4 A(1,0)
>

D0, -1

Fig. 7.6
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(e) Inekuacioni i dhéné éshté ekuivalent me inekuacionin —2sin 3z sin(—z) <
0, prandaj kemi:

0<3z<mAT<z<2m)V(m<3z<2rAN0<z<m)
I < <27TA0< S S T B
—<r< — r<T x —,— | =B.

3 3 373

Shembulli 7.13. Té zgjidhen jobarazimet (inekuacionet):

. . 9 . 3
(a) sinz 4+ sin”x + sin” z > 0, () cos2z+3sinz > —1,

(b) cos2x —sin2zr > 0, (f) sinz +sin3z >0,
(¢) sinz+cos2x > 1, (g) |sinz| > |cosal,
(c) Sin4x+cos4x<; (h) \/?:—i—th:c—th:cg1+?’$7
(d) |sinx|>%, () Veinz + veosz < V2,
(dh) sinz +2cosz < 2, () tgmx+tg2mr <O0.

Zgjidhje. (a) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin
sin2(1 + sinz + sin® ) > 0.

Meqenése shprehja 1+ sinz +sin?z > 0 pér ¢do z € R (po té zévendésojmé
sinz = t, atéherd trinomi 1+t+t>>0Vte€ R,sepse a=1 dhe D= -3<0),
prandaj jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin sinxz > 0. Pra

x € (2km,(2k+ 1)m), k € Z.
(b) Pér = # T + AT,

tg2z < 1, zgjidhja e té cilit éshté —F + 2T <a < T4+ k7 ke Z

jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me jobarazimin

5 9
cos2x —sin2x > 0 <= cos2x > sin2x <=z € %—FQJM,ZF—FQ}W, keZ.

(c) Udhézim. 1 — cos2z = 2sin’z.

(¢) Vlen

. 3 ) 3 ) 1
sin® z + cos? z < 1 = 1-2sin’zcos?z < 1 < sin? 2z > 5

1 — cos4dx 1
# > §<:>COS4$<O

<:>%+2k7r<4x<3§+2k7r

<:>eﬁ+kj3—ﬂ+kj keZ
Tl T s T ) ‘
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(d) Vlen
1 1 1
|sinx|>§<:>—1§sin:n<—§\/§<sinx§1

<:>—%T+2k:7r<x<—%+2k7r\/%+2mﬂ'<x<5%+2mﬂ', k,m e Z

—=uzc (—E)gr+2k7r,—g+2k7r> U (g+2m7r,5g+2m7r> , k,m e Z.

(dh) Udhézim. Merret zévendésimi tg% —t.

1
Rez. = € <2arctg 3 + 2k, 2(k + 1)7r> \{2k+1)m}, keZ

(e) Vlen
cos 2z + 3sinz < —1 <= 1+ cos2z + 3sinz > 0 <= 2cos’z + 3sinz > 0

<= 2(1 —sin?z) 4 3sinz > 0 <= 2sin®z — 3sinz — 2 < 0.

Pas zévendésimit sinx = ¢, marrim se 5 < sinx <1 respektivisht

x € <—g+2/~c7r,7g—|—2k7r>, ke Z.

(f) Udhézim. Shprehja sinz +sin3z té zbérthehet né prodhim dhe me até
rast fitoni sistem té jobarazimeve trigonometrike.

Rez. z € [2km,m(2k + 1)].

(g) 1° Pér z € {Qkﬂ', g + 2k7r], sinx > 0 dhe cosx > 0. Prandaj

|sinz| > |cosz| <= sinz > cosx <= x € (% +2k7r,g+2k7r} , kel

2° Pér z € (g + 2kmw, m+ 2k:7r}, sinx > 0, cosx < (0. Prandaj

3
|sinz| > |cosz| <= sinz > —cosz <=z € <72T—|—2k:7r,;T +2k7r) , kel

3
3° Pér z € (7r + 2km, g + 2/€7r], sinz < 0, cosx < 0. Prandaj

|sinz| > |cosz| <= —sinx > —cosx <= sinz < cosz

5 3
—zec <Z+2kw,;+2kw],kez.
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4° Pér zx € (327r + 2km, 2w + 2k7r], sinz <0, cosxz > 0. Prandaj

3 7
|sinz| > |cosz| <= —sinx > cosz <=z € <27r+2k:7r,z+2k:7r>, ke Z.

Rrjedhimisht

T 3T o T
T € (4+2k7r,4+2k:7r> U <4+2k7r,4+2k:7r> ,

respektivisht z € (% + km, ??f + l-mr) )

Vérejtje 7.1. Pér = # (2k+1)5,k € Z, jobarazimi i dhéné do té transfor-
mohej né jobarazimin |tgx| > 1, i cili éshté mé i thjeshté pér t'u zgjidhur.

(h) Jobarazimi i dhéné éshté ekuivalent me sistemin e jobarazimeve

3+ 2tgr —tg?x >0

1+3tgx>2

3+2tgm—tg2x§< >

Pasi té zgjidhet né lidhje me tgx, marrim z € [% + km,arctgd + kw] , ke
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7.6. Grafiket e funksioneve trigonometrike

a) Grafiku i funksionit f(z) =sinx
1. Domena e funksionit éshté e téré bashkésia e numrave realé.

2. Funksioni éshté tek f(—z) = —f(x), prandaj grafiku i funksionit éshté
simetrik ndaj origjinés O(0,0) té sistemit koordinativ.

3. Funksioni éshté periodik me periodé T = 27. Pér kété arsye, mjafton
qé kété funksion ta shqyrtojmé né intervalin [0, 27], ose p.sh. [—m,7]. Ne po e
shyrtojmé né intervalin [0, 27].

4. Funksioni béhet zero né pikat xy = km, k € Z, ndérsa né segmentin [0, 27],
al béhet zero né pikat: 0, m dhe 27, kurse shenja e tij éshté pozitive né segmentin
[0, 7], ndérsa negative né [r, 27].

5. Funksioni f(xz) = sinz ka maksimum té barabarté me 1, qé arrihet né
pikat zx = 5 +2k7, k € Z, ndérsa minimum té barabrté me -1, qé arrihet né pikat
xp = 3% + 2km, k € Z. Né segmentin [0, 27], funksioni e merr vlerén maksimale

1 né pikén w¢ = 7, ndérsa até minimale -1 né pikén x; = 37” Késhtu, pér = €

[0, 2] U [3F, 27] funksioni éshté monotono-rrités, ndérsa pér z € |3, 3] funksioni
éshté monotono-zvogélues.
y
3
2
Yy =sinxz
A
3T T

NS
)

N Fig. 7.7
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b) Grafiku i funksionit f(z) = cosz

Duke shfrytézuar barazimin cosz = sin (x + g), atéheré grafiku i funksionit

f(x) = cosx fitohet nga grafiku funksionit f(z) = sinz, duke zhvendosur kété té
fundit pér

s

5 majtas.

- y = cos -~
- -~ -
- So ) - \\\
, = sinz , <
, ’
N N
7 N ’ \

p 4 A\ 4

T

Fig. 7.8
c) Grafiku i funksionit f(z)=tgx

1. Domena e funksionit. Funksioni f(x) = tgx nuk &éshté i pérkufizuar né
pikat zp = 5 + km, k € Z.

2. Funksioni éshté tek f(—x) = —f(z), prandaj grafiku i funksionit éshté
simetrik ndaj origjinés O(0,0) té sistemit koordinativ dhe kalon népér origjiné.

3. Funksioni éshté periodik me periodé T = w. Pér kété arsye, mjafton qé
kété funksion ta shqyrtojmé né intervalin [0, 7], ose p.sh. [—m/2,7/2]. Ne po e
shyrtojmé né intervalin[—m /2, w/2].

4. Funksioni béhet zero né pikat zp = kw,k € Z, ndérsa né segmentin
[—7/2,m7/2], ai béhet zero vetém né 0, kurse shenja e tij éshté pozitive né seg-
mentin [0, 7/2], ndérsa negative né [—m/2,0].

5. Funksioni f(z) = tgx éshté gjithnjé monotono-rrités né [—m /2, w/2| dhe ai
nuk ka vlera ekstreme. Kur x i ofrohet numrit 7/2 nga ana e majté, funksioni rritet
né pakufi; ndérsa kur = i ofrohet —m/2 nga ana e djathté, funksioni zvogélohet né
minus pakufi. Drejtézat x = 7/2 dhe x = —7/2 jané asimptotat vertikale té tij.
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3| y=tgw

[\
0ol
[\

Fig. 7.10

b) Grafiku i funksionit f(z) = ctgz

Duke shfrytézuar barazimin ctgx = —tg (:L‘ + %), atéheré grafiku i funksionit
f(z) = ctgx fitohet nga grafiku funksionit f(x) = tgxz, sé pari duke zhvendosur
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kété té fundit pér 7 majtas, pastaj duke e rrotulluar pér 180° rreth boshtit Oz.

7.7. Funksionet inverse trigonometrike

Deri mé tani dijmé t’i njehsojmé vlerat e funksioneve trigonometrike pér
kéndin e c¢farédoshém «, qofté pa ndihmén ose me ndihmén e ndoénjé algo-
ritmi, ose t€é ndonjé mjeti ndihmés, p.sh. kalkulatori, tabela logaritmike, etj. Né
praktiké, shpesh kérkohet zgjidhja e problemit té anasjellté, d.m.th. éshté dhéné
vlera e ndonjé funksioni trigonometrik, ndérsa kérkohet kéndi. Pér kété géllim
pérdorim funksionet inverse trigonometrike. Ato pérkufizohen si vijon:

arcsin : [—-1,1] - R, arcsinz = y(déf} siny = x,
arccos : [—1,1] = R, arccosz = y(déf} cosy =,
arctg : R - R, arctgax = y(déf}tgy =z,

arcctg: R = R, arcctgz = y% ctgy = x.

Né ményré gé funksioni té keté invers, duhet qé qé ai té€ jeté bijektiv, prandaj
kodomenet e funksioneve té mésipérme duhet reduktuar, né ményré qgé té sigurojmé
bijektivitetin.

. ™ T . def, .
arcsin : [—1,1] — [—5, 5} arcsinr = y<=siny = ,

arccos : [—1,1] — [0, 7], arccosz = y<déf'> cosy =z,
T T
arctg : R — (—5,—), arctgaz:ygtgy:x,

arcctg : R — (0,7), arcctgz = y<déf'> ctgy = .

Grafikét e funksioneve inverse trigonometrike jané dhéné né figurat né vijim.
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y
s
/2
3 2 R 1 4
—7/3
Fig. 7.11
37r/2/y
s
Y = arccos x
m/
?
3 2 1 0 1 4 5
—7/2

Fig. 7.12
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m
)
y = arctgx
X
T 2
-7
Y=
Fig. 7.13
y
™
™/
Yy = arcctgx
X
0 1 2 3 4 5
—7/2

Fig. 7.14
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Vlejné kéto barazime:

tgarctgr =2, VIER
arctgtgr =z, Va#(2k+ 1)%,]{ cZ

5
6
7
8

1]

1,1
arcsinsinx =z, Vxr € R
1,1

1]

sinarcsinz =z, Vx € [—

cosarccost =x, Vx € [— ctgarcctgr =z, v, c R

(
(
(
( arcctgcetge =z, Vo #km k€ Z.

)
)
)
arccoscosr =z, Vr € R )

Po ashtu, nga relacionet e mésipérme kemi:

(a) sin(arccosz) = £4/1 — cos2(arccosx) = +v/1 — 22, |z < 1,

ndérsa shenja varet se né cili kuadrant merret kéndi arccosxz. Né ményré analoge
nxjerrim formulat:

+v1 — 22
(a) sin(arccosz) = /1 — 22, (¢) tglarccosz) = -z

(b) cos(arcsinz) = £4/1 — a2, (d) ctglarcsing) = +v1— x27
x T
+v/1 — 22’ dh) ctg(arccosz) = —— .
v (@h)  ctglarccosa) = L

Shembulli 7.14. Gjeni formula e pérshtatshme pér njehsimin e

(c) tg(arcsinz) =

sin(arctg ), cos(arctg z), tg(arcctg ),
sin(arcctgx),  cos(arcctgz), ctg(arctgz).
Zgjidhje. Le té jeté sin(arctgz) = u. Atéheré

u

+v1 —u?

= =1+ =u=+

arctg x = arcsinu <= z = tg(arcsinu) =

2
2 u

1o

x

V1+a2

T

D.m.th. sin(arctgz) = £ 5- Né ményré analoge merren formulat:

1+

1
cos(arctgz) = + ctg(arctgz) = —.
x

1
V1422’

Shembulli 7.15. Vértetoni identitetet:
(1) arcsinx + arccos x = g, x € [—1,1], (4) arctgx + arcctgzr = g, z € R,

(2) arcsin(—z) = —arcsinz, z€[-1,1], (5) arctg(—z) = —arctgz, z €R,

(3) arccos(—z) =7 — arccosz, x € [—1,1], (6) arcctg(—z) =7 — arcctgz, z € R.



Trigonometria né rrafsh 243

Zgjidhje. (1) Vlen
arcsin x + arccos x = g <= cos(arcsinx + arccosx) = 0

cos(arcsin x) - cos(arccos z) — sin(arcsin z) - sin(arccos x) =

=v1—-z2z—zv1-22=0.

Ngjashém tregohen identitetet tjera.

Detyra né lidhje me funksionet inverse trigonometrike

1. Njehsoni:

(1) arccos (sin (—%)) . (3) arcsin <cos 3?) ,

(2) arctg (ctg 8;) , (4) arctg (tg (—83”)) :

2. Vértetoni identitetet:
2 2
(1) arcsin \g + arctg \g = arctg(1 + V2)2,
1 1 11
(2) arccos 3 + arccos = = arccos (—4) ,
32

1 1
(3) 2arctg R + arctg 1= arctg 3

(4) te & 4 arcte © + arctg » + arctg » =
arc — arc — arc — arc —_ = —.
&3 &5 &7 887 1

3. Gjeni formulat e pérshtatshme pér njehsimin e shumave:
(1) arcsinz + arcsiny, (3) arctgz + arctgy,

(2) arccosx + arccosy, (2) arcctgz + arcctgy.

4. Veértetoni identitetet:

1 1
(1) arctg 1 + arctg 3 + arctg = + - - - + arctg = arctg(n + 1),

7 n24+n+1

n
= arctg ——

1
2 tg — t .
(2) arctg - + arctg i

1
2 2.22 232

Udhézim. Shfrytézoni induksionin matematik.

+ arctg + .-+ arctg

2.n2

5. T&é paraqiten grafikisht funksionet:

(a) y=sinz+|[sinz], (c) y:\/sin2;v—2|sinx|+1,

(b) y=cos’x, (d) y = arcsin(cosz).
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7.8. Teorema e sinusit dhe kosinusit pér

trekéndéshin e ¢farédoshém

Le té jeté [(O,r) rrethi i jashtashkurar pér trekéndéshin AABC, kurse
{B1} =d(C,0)Nnl(0,r), dm.th. segmenti [C'B;]| éshté diametér i rrethit I(O,r).
Kéndi /CBB; =90° (si kénd periferik mbi diametér), ndérsa a3 = /BB1C =
/BAC = « (si kénde periferike mbi té njéjtén tetivé). Prandaj, nga trekéndéshi
kénddrejté BB1C me kénd té drejté né kulmin B dhe hipotenuzé C' By, ku |CB;| =
2r, kemi:

|BC|  a a

sina = = —, ose

|CBy|  2r’ sin «

Fig. 7.15

Ngjashém, AByAC éshté kénddrejté, ndérsa /ABC =2 /ABC = 3, pran-
daj
b b b

= — ose

=2
|CBy|  2r’ sin 8 "

sin 8 =
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si dhe €

. = 2r. D.m.th. vlejné barazimet
sin ~y

a b c

sinaw  sinf  sinvy

= 2r, (1)

ku r éshté rrezja e rrethit té jashtashkruar.
Relacioni (1) njihet si teorema e sinusit pér brinjét dhe kéndet e njé trekéndéshi.

Vérejtje 7.2. Vlen edhe pohimi i anasjellté i teoremés sé sinusit. D.m.th.
nése pér tri segmente a,b,c dhe tri kénde «, 3,7y vlen relacioni (1), atéheré
ato segmente pérkatésisht ato kénde paraqesin brinjét pérkatésisht kéndet e njé
trekéndéshi.

Pér vértetimin e teoremés sé kosinusit do té nisemi nga njé trekéndésh i
¢farédoshém AABC me brinjé a,b,c dhe kéndet respektive «, 3,v. Megenése
né trekéndésh mé sé shumti njé kénd i tij mund té jeté i drejté ose i gjeré, atéheré
pér kéndin v dallojmé rastet:

1.~ < 90°. Atéheré projeksioni normal D i kulmit A né drejtézén
d(B,C) i takon brinjés [BC], d.m.th. vlen renditja (B — D — C). Zbatojmé
teoremén e Pitagorés dhe do té kemi:

¢* = |BD|* 4+ |AD|* = (a — |DC|)* + b* + |DC|* = a®> — 2a - |CD| + |CD|*+
+b? — |CDJ]* = a® + b* — 2abcos .

Fig. 7.16

2. v > 90°. Atéheré pér projeksioni normal D té kulmit A né drejtézén
d(B,C) vlen renditja (B —C — D). Zbatojmé teoremén e Pitagorés dhe do té
kemi:

¢* = |BDJ]* + |AD]* = (a + |DC|*) + v* — |DC|*+ = a* + 2a - |CD|+
+ |CDJ]? +b* — |OD|* = a® + b* + 2abcos(180° — ) =
=a? +b* — 2abcosn.
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2

3. Rasti v =90° sjell barazimin ¢? = a?+b?, d.m.th. teoremén e Pitagorés,

prandaj pérfundojmé se ka vend identiteti
2 =a® +b* — 2abcos .
Ngjashém marrim se vlen
a? =b%+¢® —2bccosao, ¢ =a®+b? —2abcosn.
D.m.th. vlejné barazimet:

a’> =b% + ? — 2bccosa

b =% +a® —2cacosf p . (2)
A =a®+b - 2ab cosy

Relacionet (2) njihen si teorema e kosinusit pér trekéndéshin me brinjé a, b, ¢
dhe kénde «, 3,7.

7.9. Zgjidhja e trekéndéshit

Té€ zgjidhet njé trekéndésh, do té thoté té njehsojmeé ¢do element té trekéndéshit
(brinjét, kéndet, syprinén, lartésité, medianet, rrezen e rrethit té brendashkruar
pérkatésisht jashtashkruar, etj.) né saje té elementeve té dhéna (njohura). Né
rastin e pérgjithshém nevojiten tre elemente té pavarura. P.sh. te trekéndéshi
kénddrejté nevojiten edhe dy elemente (por jo dy kéndet e ngushta), sepse njé ele-
ment éshté i njohur (kéndi i drejté), ndérsa pér trekéndéshin barabrinjés nevojitet
vetém njé element.

Pér thjeshtim té problemit, ne do té njehsojmeé vetém kéndet dhe brinjét, nése
nuk kérkohet ndryshe.

Shembulli 7.16. Té zgjidhet trekéndéshi ABC nése jané dhéné brinja ¢
dhe kéndet «, 8 qé pushojné né brinjén c.

Zgjidhje. Nga teorema e sinusit kemi:

a_b c

. - . - . - 2T7
sina  sinf  sinvy

ku r @éshté rrezja e rrethit té jashtashkruar. Por a+ 8+~ =7 = 180°, prandaj
v =7 —(a+8), prandaj

sin o sin « sin 8

sin(m — (a+8))  sin(a+B) sin(a + 3)

¢,
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Shembulli 7.17. Tregoni se syprina S e trekéndéshit té ¢cfarédoshém éshté:

absiny ¢ sinasinf

S =

2 2 sin 7y

Zgjidhje. Pér syprinén S té trekéndéshit ABC vlen:

Fig. 7.17

Por, nga AABC (fig. 7.17) kemi:

ha :
siny = n = h, = bsin~.

absin vy
5

Pas zévendésimit né (1), marrim S = Nga teorema e sinusit kemi:

sin 3

b=c

——, asiny = csinaq,
sin -y

prandaj

. . sing 2
S = —asiny-b=—csina - c— = — -
2 2 sin 7y 2 sin 7y

sin o sin 3

Shembulli 7.18. Tregoni se pér ¢do trekéndésh me brinjé a,b,c dhe kénde
a, B,7v vlejné kéto relacione:
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a—> _ tg -
B +
a+b tg 4=

B

a—_
8

(teorema e tangjentés)

a—2> sin“—gﬁ

a+b cos=
pr— ’y 3

(teorema e Molvajdit)

Sy Y
C [S184 2 COS 2

a  [s(s—a) _a+b+tec
(c) cosi_\/T, kus_T
. a  [(s=b)(s—c) _a+b+c
sm§— T, kUS—T,
o« [6-bi-o
(e) tg2_ s(s—a)

b
(f) S= % = sp=1/s(s —a)(s—b)(s —c) (formula e Heronit pér syprinén e
T

trekéndéshit, ku 7(p) éshté rrejza e rrethit té jashtashkruar (brendashkruar)).

Zgjidhje. (a) Duke shfrytézuar teoremén e sinusit dhe vetité e proporcioneve

marrim:
a _sina . a—1b _ sina — sin 3 _ 2sinan’BcosL;B _ tgaT*ﬁ
b sinf a+b sina+sinf QSjnO‘ZLBCOSL;B tg#'
Rasti (b) zgjidhet né ményré analoge si ai (a).
b2 4 2 _ g2
(c) Nga teorema e kosinusit marrim se cosa = %. Tani
c
o2 @ = l4cosa 1 |+ b2 +c? —a? _ (b+c)? —a? _(btc—a)(bt+c+ta)
2 2 2 2bc 4bc 4bc
s btc—a s a+btc—2a s(s—a)
be 2 ~be 2 - be

D.m.th. vlen barizimi (c).

Rasti (d) zgjidhet né ményré analoge me até (c) duke shfrytézuar formulén
. g0 l—cosa

sin” o = ——— dhe teoremén e kosinusit.
Rasti (e) rrjedh nga rastet (c) dhe (d).
(f) Vlen
absiny  ab abc
S = = — siny=—,

2 2 4r
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ku r éshté rrezja e rrethit té jashtashkruar.

Fig. 7.18
Nése O éshté gendra e rrethit té brendashkruar, ndérsa p rrezja e atij rrethi,

atéheré kemi:

c b a
Saa0B = ?,0’ Saaoc = g, SaBoc = ?p’

prandaj Saapc = Saa0B+ Sasoc+SaBoc = p = sp. Nga relacionet (c)

dhe (d) kemi:

a+b+c
2

a a  2y/s(s—a)(s—b)(s—c)

sina = 2sin — cos — = ,

2 2 be
. besin o .
ndérsa S = 5 prandaj
besin a
S = 5 =/s(s —a)(s —b)(s —c).

Shembulli 7.19. Té zgjidhet trekéndéshi nése jané dhéné kéto elemente:

) a=3lcem, a=54°15, [ ="16°20,
) b=6cm, a=37°25', v =102°45,

c) b=18cm, c=13cm, «=44°30,
) a=10cm, b= 18cm, a = 28°35,
)

a=10cm, b= 18cm, c=9cm.

Udhézim. Pér dy rastet e para shfrytézoni teoremén e sinusit, ndérsa pér
rastet tjera teoremén e kosinusit.
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Fig. 7.19

Shembulli 7.20. Pikat A dhe B ndodhen né njérén ané té njé lumi, ndérsa
pikat C' dhe D ndodhen né anén tjetér. Njehsoni distancén ndérmjet pikave A
dhe B nése dihen kéto elemente:

(a) |CD| = 2570m, o = /BCD =79°34', 3 = LACD = 32°31,
v=/BDC =33°34", § = /ADC = 78°45’,
(b)|CD| = 137m, a = /BCD = 143°20', 8 = LACD = 159°43,
~ = /BDC =21°35, § = /ADC = 9°10/.
Zgjidhje. (a) Nga figura 7.19 kemi:
e=/CAD =180° - (+90), ¢ =/.CBD =180°— (a+7).
Nga teorema e sinusit kemi:

|BD| |CD| |BC|

sina singp  sinvy’

prandaj
sin o sin 7y

|CD| = 2748.5m, |BC| = =
sin

|BD| = ICD].

sin ¢
Nga trekéndéshi AACD kemi:
|CD| |AD| |AC]|

sine  sinfB  sind’
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respektivisht

sin 8 sin 8
[4D] sine D] sin(180° — (5 +9)) ©D]

sin 3
=P |oD|=1482.4m.
sn(3 1 ) O Pl = 14824m

Zbatojmé teoremén e kosinusit pér trekéndéshin AABD dhe kemi:
|AB|*> = |AD|? + |BD|?> — 2|AD||BD)| cos(y — §),
respektivisht
' 211126 CDP? + —, sin? o
sin®(B8 + 9) sin”(180° — (a + 7))

B 2sin asin B cos(y — 0)
sin(180° — (a + 7)) sin(B + 6)
sin? 3 sin? 2sin asin B cos(y — 6) 9
- (Sin2(5 79) " sinf(a+n)  sm(at)sin(s 1) ) °D)
— |AB| = 2002 m.

|AB|* = ICD|*—

|CDJ?

(b) Rez. |AB|=162.5m.

Shembulli 7.21. Duke shfrytézuar teoremén e sinusit tregoni se simetralja e
cilitdo kénd té brendshém té trekéndéshi ABC e ndan brinjén pérballé né raport
sikurse raporti i dy brinjéve tjera.

Zgjidhje. Nga AABA; (shih figurén 7.20) kemi:

sin & . s
in 5 sin3  sin (1)

|A1B|  |A1A]  |AB|

ndérsa nga AACA; kemi:

2 _ —

A.C] A4l T JAC] T JAC)

sin § siny  sin(180° —4)  sind
(2)
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Pasi t'1 pjesétojmé relacionet (1) dhe (2) ané pér ané marrim:

|A;C]  sing |AC|
|A1B|  siny  |AB|

D.m.th.
|A1C|  |AC|  sing
|A1B|  |AB|  siny’

¢ka duhej vértetuar.

Provoni se i njéjti pohim vlen edhe pér simetralen e cilitdo kénd té jashtém
té trekéndéshit.

Shembulli 7.22. Simetralj e kéndit « té trekéndéshit kénddrejté ABC' e
ndané kateten a (pérballé kéndit «) né dy segmente m dhe n. Té zgjidhet
trekéndéshi ABC (té njehsohen dy brinjét tjera dhe kéndet e ngushta).

Udhézim. Shfrytézoni shembullin paraprak.

Shembulli 7.23. Sateliti artificial S bén lévizje rrethore rreth Tokés né
lartésiné h prej saj. Pasi té kaloj népér zenitin e pikés A, e cila ndodhet né
Toké, pas t—sekondave kalon né njé piké (pozité) tjetér, e cila nga pika A e
Tokés shihet nén kéndin « ndaj horizontit. Caktoni kohén pér té cilén sateliti S
e bén njé 1évizje té ploté rrethore rreth Tokeés, si dhe njehsoni shpejtésiné e lévizjes
sé satelitit rreth Tokés. Shqyrtoni rastin e veganté nése:

h =250km,t = 30s, R = 6370 km,
ku R éshté rrezja e Tokés.
Zgjidhje.
Nga figura 7.21 kemi:
|OS| =R+ h, LOAS=90°+a,

ndérsa kéndi § caktohet nga ekuacioni:

sind  sin(90° 4 «)

7= R :>sin(5:R+hcosoz,
ndérsa
v =180° — (90° + a + J) = 90° — v — 0.
Megenése shpejtési kéndore e satelitit éshté w = T=7 (sateliti bén lévizje té

njétrajtshme rrethore, w = const.), atéheré koha pér té cilén sateliti S e bén njé
lévizje té ploté rrethore éshté:

27t 2t

¥ g — o — arcsin

Rcosa *

R+h
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Né rsatin e vecanté, kemi T = 5346.7s.

Fig. 7.21

Shpejtési e 1évizjes sé satelitit éshté:

2 2 k
v:w-r:w(R—i—h):%(R—kh):%(6370+250)km:7.8?m.
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7.10. Funksionet hiperbolike dhe inverset e tyre

Funksionet hiperbolike sh z, ch x, th x dhe cth z pérkufizohen né kété

menyre:
shog=5"% chx:i, z €R,
2 2
h r _ ,—x h T —x
theg= >0 ¢ ¢ xER,cthx:C r_cte , x € R\{0}.

sh x er —e™ %

Grafikét e kétyre funksioneve jané dhéné né figurat qé vijojné. Vérejme se funksioni
f(z) = sh x éshté i pérkufizuar pér ¢do x € R; éshté tek (f(—x) = — f(x)), prandaj
grafiku i tij éshté simetrik ndaj origjinés O(0,0); z = 0 éshté zero e funksionit;

pér x € (—o0,0) funksioni éshté negativ, kurse pér x € (0, 00) éshté pozitiv. Kur
efl’
x rritet shumé, d.m.th. =z — 400, f(z) ~ CE ndérsa kur x zvogélohet shumé,

—X

dm.th. 2 — —oo, f(z) ~ —62 . (Fig. 7.22)

y

2 o |,
y =/shz = ¢ ;C
1
X
3 2 1 1 2 3 4 5

-
2
-3

Fig. 7.22

Ngjashém, funksioni f(z) = ch x éshté i pérkufizuar pér ¢do = € R; éshté ¢ift
(f(=z) = f(x)), prandaj grafiku i tij éshté simetrik ndaj boshtit Oy; kurse pér
¢do x € R funksioni éshté pozitiv. Pér mé tepér, f(x) = ch z > 1. Kur z rritet
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shumé, d.m.th. z — +oo, f(z) ~ %, ndérsa kur z zvogélohet shumé, d.m.th.

x — —oo, f(zx) ~ &~ (Fig. 7.23).

2

X
3 2 1 0 1 2 3 4 5
1
Fig. 7.23
y
3
2
e —e
y =thx =
e 4 e
1
X
3 2 1 1 2 3 4 5

Fig. 7.24
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h
Funksioni f(z) = thx = Sh—x éshté i pérkufizuar pér ¢do = € R; éshté
ch z

tek (f(—x) = —f(x)), prandaj grafiku i tij éshté simetrik ndaj origjinés O(0,0);
x = 0 éshté zero e funksionit; pér = € (—o0,0) funksioni éshté negativ, kurse pér
x € (0,00) éshté pozitiv. Kur x rritet shumé, d.m.th. x — +oo, f(z) — 1, ndérsa
kur x zvogélohet shumé, d.m.th. kur z — —oo, f(z) — —1. Pra drejtézat y = 1
dhe y = —1 jané asimptota horizontale té funksionit (Fig. 7.24).

h
Funksioni f(x) = cth z = Ch—x éshté i pérkufizuar pér ¢do = € R\{0}; éshté
sh z

tek (f(—x) = —f(x)), prandaj grafiku i tij éshté simetrik ndaj origjinés O(0,0);
f(z) = cth x # 0, pér z € R\{0}, prandaj grafiku i tij nuk e pret boshtin Oz.
Drejtéza x = 0, d.m.th. boshti Oy éshté asimptoté vertikale e funksionit, sepse
kur z — 0%, f(z) = +4o0o, ndérsa kur z — 07, f(z) — —oo. Kur z rritet
shumé, d.m.th.  — +oo, f(x) — 1, ndérsa kur x zvogélohet shumé, d.m.th.
kur z — —oo, f(z) - —1. D.m.th. drejtézat y = 1 dhe y = —1 jané asimptota
horizontale té funksionit (Fig. 7.25).

y
3
2
y =cthx = e
X —erX
1
X
3 2 1 0 1 2 3 4 5
1
2
Fig. 7.25
Vlejné identitetet:
9 ch 2z +1
1. sh 2z =2sh zch z, 3. ch ="
2. ch?z—sh?z=1, 4 sh? _ch2zr—1

Shembulli 7.24. Gjeni funksionet inverse té funksioneve hiperbolike.
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Zgjidhje. 1. Funksioni f : R — R, f(z) = sh x éshté bijektiv (tregoni!),

prandaj ekziston inversi i tij f~! : R — R. Nga y =shxz = ew*;_w marrim se
2z

2y = e* — e~ ", respektivisht e** — 2e”y — 1 =0. Me zévendésimin e* =1t > 0,

marrim ekuacionin 2 — 2ty —1 = 0, zgjidhjet e té cilit sipas t& panjohurés ¢ jané

t172:y:|:\/y2+1.

Meqenése t =e® > 0,Va € R, atéheré t =y++/y2+ 1, ose e =y++/y?+ 1,
respektivisht = = In (y + VY2 + 1). Prandaj funksioni invers éshté

fY(z) = Arshz =1In (:L‘ +Vax? + 1) ,(z € R).

Grafiku i tij éshté dhéné né Fig. 7.26.

2. Funksioni f : R — R, f(x) = ch x nuk éshté bijektiv (tregoni!), prandaj
nuk ekziston inversi i tij f~! : R — R. Né ményré qé té gjejmé inverin e tij,
jemi té detyruar té€ ngushtojmé domenén dhe kodomenén e tij. Késhtu, funksioni
f1:1]0,00) = [1,00), f(x) = ch x éshté bijektiv (tregoni!), prandaj ekziston inversi
itij f;':[1,00) — [0,00). Ngjashém, funksioni fp : (—00,0] — [1,00), f(z) =
ch 2 8shté bijektiv (tregoni!), prandaj ekziston inversii tij f; * : [1,00) — (—00,0].
Gjetja e funksioneve inverse pér funksionet f; dhe fa, béhet njésoj si pér funksionin
f(x) = sh z. Késhtu,

ffl(x):Archm:ln($+\/x2—1) (x >1),
f{l(x):Archa::lnGU— x2—1> (x > 1),

qé sé bashku shkruhen si

f~Hz) = Archz =1In (:c + Va2 — 1) (x>1) (Fig.7.27).
Ngjashém, pér funksionet tjera hiperbolike marrim se inverset i tyre jané:

1 1+z
-1 . _+
f(x) = Artha = 2ln<1

). (e e (-1,1) (Fig.7.28)

— X

1 z+1

-1
= Arcth :71<
f(z) rethe = S ln{—

)7 (Jo| > 1) (Fig.7.29).

Grafikét e funksioneve inverse té funksioneve hiperbolike ndértohen nga ato
hiperbolike, si figura simetrike ndaj drejtézés y = x. Grafikét e tyre jané dhéné né
vijim.
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y = Arshx =(x + /x> + 1)

Fig. 7.26

Fig. 7.27
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